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Sopra una delle esperienze del Plateau. 



(Di E. Almansi, a Genova.) 



1. Il Pr. 



.ATEAu, in una delle sue celebri esperienze, esamina le configu- 
razioni d'equilibrio di una goccia d'olio, immersa in un liquido di ugual 
densità (acqua ed alcool, in proporzioni convenienti) e appoggiata a dei so- 
stegni rigidi fissi. 

Sia W il potenziale delle forze agenti sull'intero sistema (forze di gra- 
vità e forze capillari). Condizione necessaria e sufficiente per l'equilibrio sarà 
che per ogni deformazione infinitesima della massa liquida, il diflferenziale 
di W sia nullo o positivo. 

Se per una data configurazione d'equilibrio W è minimo, l'equilibrio è 
stabile. 

Limitando il nostro studio alle configurazioni d'equilibrio della goccia 
d'olio, possiamo supporre di mantenere inalterata la superficie libera dell'in- 
tera massa liquida. Allora quella parte di W che è (Jovuta alle forze di gra- 
vità si mantiene costante : potremo quindi considerare W come il potenziale 
delle sole forze capillari. Esso è dato dalla formula : 

W:^=:m^ — nT (1) 

ove a e T denotano, rispettivamente, le superficie di separazione della goccia 
d'olio col liquido circostante, e coi sostegni : m ed n sono delle costanti. La 
costante m è positiva. 

In particolare il Plateau esamina il caso che i sostegni siano costituiti 
da due dischi circolari, di ugual raggio, orizzontali, e con i loro centri situati 
sopra una retta verticale. 

Diciamo H la distanza fra i due dischi, R il loro raggio. 

Una configurazione d'equilibrio si presenta quando la goccia d'olio abbia 
la forma di un cilindro di raggio 72, colle basi a contatto coi dischi. 
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del Plateau. 



2. Diamo una dimostrazione del Teorema enunciato nel paragrafo pre- 
cedente. 

Sieno A B^ C D (Fig. I) le due circonferenze di raggio R che limitano 
la superficie cilindrica a. Consideriamo poi una superficie <j\ infinit.*® vicina 
a a, limitata dalle stesse circonferenze, e che racchiuda, 
come (7, un volume uguale a z R^ H. 

Possiamo supporre che a' sia una superficie di ri- 
voluzione, giacche l'area di una tal superficie è minore, ^ 
come osserva il Poincaré, dell'area di qualunque altra 
superficie le cui sezioni parallele alle basi siano uguali 
alle sezioni corrispondenti della superficie di rivolu- 
zione. 

Una superficie a' di rivoluzione possiamo indivi- 
duarla in questo modo: detto r il raggio della sezione 
di (j' che dista di x dal cerchio A JS, poniamo 

r«=:l?«(l+w), (2) 



H 



^;?^ 



ove u è una funzione della variabile a;, definita fra rr = ed x = H. Ad 
ogni funzione u corrisponde una superficie ci'. 

La superficie a' deve passare per i due circoli AB^ CD] dunque per 
x = ed x^^H deve essere r = Rj quindi u = 0. 

Inoltre la superficie ci' deve racchiudere insieme ai due cerchi un volume 
uguale a quello racchiuso dalla superficie a, vale a dire deve essere: 



// 



(r.r''dx = 7:R*Hj 







e sostituendo ad r^ il suo valore 



/ 







H 

udx:=0. 



(3) 



Noi supporremo che la w, oltre che della a;, sia funzione di un para- 
metro ty e che col tendere di ^ a zero, u tende uniformemente a zero. 

Per la natura stessa del problema la u deve essere una funzione con- 
tinua della X. Ammetteremo che anche la sua derivata -. — sia una funzione 



e -9,1 t ^' ^>0iirx ^tma Url^ -s 
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Introduco la variabile: 



= -^ X. 



Potrò allora, per ogni valore del parametro <, considerare la u come una 
funzione di 5 definita fra 5 = e 9 =^2t:. Per ^ = e &=:2r sarà u = 0. 

Sarà poi rf.r^:-— rf5; onde la formula (3) diventerà 

2.1 



Tm d 5 zzzz 0, 





e la (4): 

'■ = « «\\ ' - « + (-«- «)' r '' «• 



Più semplicemente, ponendo 
scriveremo : 

2/1 1^ 

(7'.z=i?ir||l + M + 5j'de. (6) 

ò 

Col tendere di t a zero, ^-r > che è uguale ad r— 3— 5 tende uniforme- 

mente a zero, come - : lo stesso avverrà di 5, ed anche di w + 3- 

a X 

Ora osserviamo che 

1 

ove e' tende a zero con e. Perciò potremo scrivere : 

j 

ove e' sarà una funzione di ff e < che col tendere di t a zero tende unifor- 
memente a zero. 



Aitanti: Sow^e vma Ì£Ì',i etwitn^* 
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disfa a tutte le condizioni volute: infatti wiO) —0, «(2~)-- 0, wr/5=:--0, 



u 



inoltre u e — - sono continue, e tendono uniformemente a zero con t. 

a ■> ' 

La formula (7), osservando che i due integrali del secondo membro sono, 

in questo caso, uguali a tt <-, diventerà: 



7 rr= (j -'- 

8 






Poiché e ed e tendono a zero con /, la quantità entro le grandi parentesi 

tenderà al valore I--77— ) -l: dunque, per t abbastanza piccolo, sarà a :T cz 

secondochc H è minore maggiore di 2 tt i?. 

Cosi intanto vediamo che quando // e maggioro di 2 7: 7?, a' può tendere 
verso a conservando, per vnlori abbastanza piccoli di /, un'area minore del- 
Tarea di a. 

5. Dopo ciò ritorniamo al caso generale. 
La funzione u (5, 0? V^^ ^^'^ determinato valore del parametro <, sarà una 
certa funzione U{0)j definita tra e 2 r, che soddisfa a queste condizioni: 

1) è finita e continua insieme alla sua derivata -;-> 

2) si annulla per 5--0 e 5 ^^^ 2 r, 

2f 



3) verifica l'equazione j Ud 6 :^ 0. 



Supponiamo di saper dimostrare che per qualunque funzione di tal na- 
tura si ha: 



2 1 \1 T 



u 

Sarà, per tutti i valori di t\ 

'Il 2 / 

/* id li 



jra-rf^.jp..». ,8, 



(;;;;f,(«^|„',if. o) 



U U 



Se dunque U è minore di 2 - /?, esisterà un numero t^ così piccolo, che 



Al man fi: So^a wm d^U etperÙHze 



\*T ti(Mluni)u« vaIotv dì / compreso fra e /, la quantità racchiasa dalle 
^an>)i {vir#ntt^i. iit>)U formula <~', $ia positira. Sarà allora = >3. 
l*A quMtìont>. come $1 Tctle, è ridotta a dimostrare U formala «d . 

^. Sui^l'H'vni.tmo da prima ohe la funiione V sia rappresentata da una 
wrìo titiiu di Fv^rww: sìa ciò*: 

V ^ ; «j, «n ^»« f > — K, «ts n r^ 

ow \ > un numero inicn> e positiri\ a, e è, % = !. 2 >' fcm> «ìie 

yNt**»r.t-. H*^ tr*Ìasi''ìaio il tinnire costuite. ooT^ndo <ss«e | Vài ^v. Af- 



àfK-^ IVT 



v* (sì ? 2 - SÌA r 0, hs><«a ìcr««T* [ 



^ws*« A^^(à .*■»■«>* rea iWCSt^tì t#s;*T «»rTX 
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Dal confronto di questa formula colla precedente, la (8), per la classe 
speciale, ma pur vastissima, di funzioni U che consideriamo, resulta senz'altro 
verificata. 

7, Sia ora U una funzione qualunque che soddisfi alle condizioni 1), 

2), 3). Inoltre supponiamo che la sua derivata j^ assuma gli stessi valori 

per ^=0 e C -^2 z. 

Allora, per un Teorema di Analisi dovuto al Picard (*), potremo rappre- 

sentare la funzione y^ con U + /, ove U' è una serie finita del Fourier, 

e /. una funzione di ^, la quale, prendendo abbastanza grande il numero di 
termini di U\ può rendersi, in tutto l'intervallo fra 2::, minore, in va- 
lore assoluto, di un numero assegnato, piccolo ad arbitrio. 

j ri 

Evidentemente potremo porre V = -j^ -\- c^ e essendo il termine co- 
stante di Z7', ed Vi un'altra serie finita del Fourier, il cui termine costante 

si può supporre nullo. Avremo perciò 

* 

Jh^- dh -^'-^^• 

Moltiplico per de q integro fra e 2 r.. Poiché t7(2r)=l7(0), [7i(2-) = ?7,(0), 
otterrò, risolvendo rispetto a e: 



'JT 



f — - — - I À (/ 6. 
2- 







Questa formula mostra che la costante e può rendersi, in valore assoluto, pic- 
cola ad arbitrio. Pongasi allora c-|-à^^|ul: avremo: 

dV di\ . ...^ 

ove fjt è una funzione che potremo rendere, in valore assoluto, piccola ad ar- 
bitrio, in tutto l'intervallo fra e 2 tt 



(*) Tv aite d'Anali/ se, Tome I, p. 'S)7. 
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1 l' 
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u -- t 



>. avremo : 



r r. 



il 



v\o > ò u::a lun/ioiìo oho ai va:. .:• -. e ^. >. i uo leiiiero, in \alo:e asso 
Imo, : ivW^la aJ arb.tvio, n\ :u:: /::.:v:var.o fra o e 2 -. 

Dal.o lornuvo 10 o 1 1 ' si riconosco oho i lìue ir.:ejra!i J U\ f f 
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alla (8) (§ 7;: questa formula doyrà dunque essere verificata anche dalla 
funzione U. 

Il Teorema pertanto è dimostrato. 

9. Si noti che nei paragrafi precedenti non abbiamo tenuto conto della 
condizione UiOì^^O^ 17(2;:) ^^0, ma solo della condizione meno restrittiva 
UiO)= Uì2tt)j la quale potrà perciò esser sostituita alla 2). 

Così la formola i9) varrà quand'anche w(0) e u{2 7:) non siano uguali 
a zero, purché, per qnalunque valore di <, siano uguali tra loro. 

Ciò porta come conseguenza che il teorema dimostrato ((7'<;t7, se 
H<Ì 2r. R) sussiste anche se, col variare di /, le sezioni estreme di cr' va- 
riano, purché l'area dell'una sia sempre uguale all'area dell'altra. 

Se però le due aree non sono uguali tra loro, potrà accadere che, pur 
essendo IT<^2n Rj la superficie a', col tendere di t a zero, si conservi sempre 
minore di a. 

Consideriamo infatti una speciale superficie a', di rivoluzione, definita 
dalla formula r«-^i?«(l -f- w) (§ 2), ove 

u^= t\ — n C0&6 -\- — Trj. 



^ r 



La condizione j t4(f$ é soddisfatta: dunque il volume racchiuso da questa 



superficie é sempre uguale a n R^ H. Ma le duo sezioni estreme non sono 
ugnali : infatti per ^ = abbiamo u= — 2 tt f, quindi r r' = - fi* (1 — 2 tt f) ; 
per 5 = 271, u^Tz-.Q e Tir- = 7: fi-. Le due aree differiscono di 2 7r*fi*<. 

La formula (7) sussiste indipendentemente dai valori che assume « per 
9=zO e 5 = 2::. Calcolando i due integrali che vi figurano, troveremo: 

2.T 2ii 

Ò 

quindi: 

,.=, + i^'J3a + .-.(S^f-(i + |-.-)(i + nj. (12) 

La quantità entro le grandi parentesi, col tendere di <, e per conse- 
guenza di e ed e"j a zero, tende al valore 



■^m'-hi") 
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Alma usi: Sopra una delle esperienze 



che può esser negativo se H e minore di 2 r /?, giacché 1 + o ^' ^ mag- 

giore di 3. 

In tal caso, per t abbastanza piccolo, 7 è minore di a. 

jj 
Quahmque sia il valore del rapporto ,._ ,. ? la formula (12\ indicando 

con a la differenza 2i:^R't fra le sezioni estreme di a , si potrà scrivere: 



V 



7' a-Q a% 

ove è una quantità che si conserva sempre finita. 
Più avanti ci sarà utile questo resultato. 

10. Noi vogliamo ora dimostrare un teorema più generale di quello 
di cui abbiamo dato la dimostrazione nei §jj 2-8 : un teorema, cioè, relativo 

ad una superficie qualunque 7 , limitata da due 
piani paralleli Xj F, \T\g. 2), la quale, col 
tendere a zero di un parametro /, tenda verso 
la superficie cilindrica 7 di raggio i?, limitata 
dagli stessi [>iani, togliendo le condizioni che le 
sue sezioni estremo siano uguali tra loro, e che 
essa racchiuda un volume uguale a r i?-. 

La distanza // fra i due piani X, F sia 
minore di 2 r. /?. 

Il nostro scopo è quello di stabilire' un 

limite inferiore di 7 , tenendo conto del volume 

che ossa racchiude, e della differenza fra l'area 

delle sezioni estrenìo. Perciò potremo supporre 

che a sia una superficie di rivoluzione (§ 2). 

Sia r /? * // il volume racchiuso da 7 , jR denotando una quantità che 

col tendere di t a zero tende verso li. 



r^^n 



Invece della formula (2) si potrà scrivere: 



• 13i 



V essendo una funzione di 5 e dì / che tende uniformemente a zero con /, 



•> . 



insieme alla sua derivata ' ^ e soddisfa alla equazione! r </ 5 ^^^O, ma può 



non assumere valori uguali per . e 5 -- 2 r. 
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Invece della formula i7), ove a vale 2:: Ri7, avremo: 



•J r 2.7 



, R' H\ . , ,2- ir\' fid v\-j^ . , .,r,,,) . (14) 



li 



Siano S| ed *V« le sezioni estreme della superficie j', vale a dire, per la 
formula (13): 

Sr-^' /?^;i -:-tMO)|, S,-^-B'« jl -f !M.2 7:){. 

Poniamo 

a -~ So — iS'i , 
ovvero 

La quantità a tende a zero con f. 

Consideriamo la nuova funzione di e t: 



"^-"-aW^'*-'" 



/*t \ ^ '• • 



'2 I 



Essa soddisfa la condizione 



fido — 0, ed assume valori uguali per f = e 



5 = 2::. 







Sostituendo, nella formula (li\ u f o .• iv- (^ — -> a v, e - + o^D'e 
8^ v/;> otterremo: 






.=2.ie//i- Y'ja t- . » I --^j- m;|Jr/ 5 -,1-f .••)J„.jr>{^5ra, 



(» 



ove r/ è la somma di più termini che contendono come fattori quantità infi- 
nitesime, e quindi tende a zero con t. 

Se H ò minoro di 2 :: K, per t abbastanza piccolo sarà anche minore 
di t.^ TT fi , giacche lì ten<Ie verso /?. Inoltre il primo dei due integrali che 
figurano nella formula precedente è maggiore del secondo od uguale (for- 
mula (9;). Sarà dunque, per t abbastanza piccolo: 

j ^2:: R II y i/Uy 



h* y 



-aA« 



*- -^ 






-L-^M'j JJ± -- ?^* ìà£ì -*lt^r*Tf 



,P^ - - e 



JLi -r-n r J. -T' ie: ine ;isiiaLi ii 

Z'-imn." ,Dsi jss^SfnnaLz:' uf^ nnniresriBa. in 

n.i n-.t ■jm:.:ir z 5 3' — D D lei bercili 

_-. r. ■ "r::^ ;. -?■ r:r^ ma ronzone y 

.ir - .e^Li -ne ertìcie i Aceraie ìei iischi. 

"a ::L-nj;inio ^on r — . a auova ^uoerncie 

:; '-rrarriz: ae :rn / •ii*^ - li iinniùn (!ir!ogrance, 

nt^p-'ienàu ?iie r -iporesenri «lueila parte «iella 

^uDtrrdc:- ^ae -r -i^.-noresa nra i «ine piani Xy Y 

n a: -i Tovano i cerchi .4 B^ CD. 

Si -appone che x, 7 e >. tendano a zero, e 
- '^ '^' 7 renda ^erso x, eoi tendere a zero di un pa- 

rametro t 
Coiisiàenamo ia variazione sW^=m I7 — nlr «§ l)del potenziale W. 
^uu 'videntemente : 

• |uin«ll 

y^JV = m\^ -^ >. ~cr)— n( — « + 7), 

ovvoro : 

AFr=ffi(^ _7) -j- mX + na — ny. (16) 



'7 
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In particolare possiamo supporre che la goccia d'olio deformata non esca 
fuori dei piani X, Y. Sarà allora y-^À ^^0, e 

A IF^- m (a — 7) -)- n y. 

■ 

Se H e maggiore di 2 7:72, supponendo a=:Oy '^' <ìq {% 4), sarà 
Afr<;0. La variazione di W può dunque esser negativa. 

Sia invece H<C2z li. Esaminiamo da prima una defoìmazione speciale: 
la superficie 7' sia quella considerata nel jj 9. Si è trovato 

ove Q h una quantità finita, ed a rappresenta la differenza fra 7: R* ed una 
delle sezioni estreme di 7 : Taltra era uguale a k R^. Dunque a non è altro 
che a] e potremo scrivere (poiché in questo caso y^^z /,-—.{)): 

A W -- m Q a} x- n^ = (" + ''* Q ^) et- 

Affinchè possa aversi l'equilibrio, stabile instabile, è necessario che sia 
A IF^O, quindi n -\- m Q a ^ 0, ovvero, a essendo una quantità infinitesima, 

Cont-ideriamo ancora una deformazione particolare: a, 7' — 7 e / — y 
Mano infinitesime d'ordine superiore rispetto a y. Ciò è possibile, giacche per 
un dato valore di 7, possiamo rendere « e 7' — 7 piccole ad arbitrio, e >. 
vicino a y quanto si vuole. 

Avremo allora, per la formula (16): 

A W^= (m — n)y -4- e, 

ove e è una quantità infinitesima d'ordine superiore rispetto a •/. 

Per l'equilibrio dovrà essere m — n ^ 0. 

Noi escluderemo il caso che sia esattamente n = od n=^m. Dovremo 

supporre pertanto 

< « < m. 

12. Riprendiamo la formula generale (16). Pongasi m=w + 2p (p>0). 
Sarà m 1 -— n X -f- 2 y ?., quindi 

A \V - - m (7' — 7 ) -| n (>. — 71 -|- 2 ;) À + fi a ; 
e poiché >. ^ 7 (7 essendo la proiezione sul cilindro di raggio 22 della super- 
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* 
ficie esterna X) : 

A W^m (<j' — (T) 4- 2|)/ + n a. 

Diciamo /3 la proiezione [A A -{- C C) di X sui piani X, F. Sarà 
X^/3, 2yX^jp>. +|)/3, onde 

e chiamando j la minore delle due quantità jp ed n : 

A W^ m (a — a) + p X + 5 (a -f /3). 

Ora teniamo conto della formula (15). In essa w rappresenterà 11 volume 
di quella parte della goccia d'olio che si trova fuori dei piani X, F: a è la 
differenza fra le sezioni estreme di a'. Avremo : 

A Wz> — niGw -\' mg a -{- p'k-\- q((x,-\- fi\ 
ovvero : 

ùiW>\p'k — m Gw\ + \(i{9,-\- ^)-\-mga\. 

Il volume M7 è racchiuso dalla superficie i3 + y + '• ^ 3 ^- H massimo 

;- -?- 
volume che può racchiudere una superficie uguale a 3 X è — ^ X (caso 

della sfera). Dunque w è infinitesimo d'ordine superiore rispetto a /. D'altra 
parte p^ m e G sono quantità finite, epe positiva. Quindi sarà, per t ab- 
bastanza piccolo, p X — m G w^O. 

Ora consideriamo le sezioni estreme della superficie q' {A' R + (^ D). 
Ciascuna di esse è uguale a tt i?* — una parte di a + una parte di /3 : è 
dunque compresa fra z B^ — a e 7:JS* + /3. La loro differenza a, in valore 
assoluto, sarà minore di « + 6. Poiché g^ ed m sono quantità finite mentre g 
è infinitesima (§ 10), per t abbastanza piccolo sarà 

q ( a -{- ^) -\- m g a ^ 0. 
E per conseguenza : 

ATr>0, 

ciò che appunto volevamo dimostrare. 

13. II potenziale W=mQ — nr si riferisce ad un sistema costituito 
dei sostegni rigidi e dei due liquidi. 

Supponiamo di scambiare tra loro i due liquidi, e cerchiamo il nuovo 
potenziale W\ analogo a W. 
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Indicando con t + ^ la superficie totale dei sostegni rigidi, basterà so- 
stituire T con r' ; avremo dunque : 

W =:: ma — n r\ 

ovvero, a meno di una costante : 

W" = m e -{- n T] (r + ?' = cost.) 

vale a dire : passando da un sistema all'altro il coefficiente di <j non varia, 
quello di r cambia di segno. 

Ma per l'equilibrio del primo sistema si è veduto che deve essere 
n^O. Per Tequilibrio del secondo si dovrà dunque avere n^O. 

Tali condizioni non sono compatibili tra loro se non quando sia w = 0- 
Fatta dunque eccezione da questo caso speciale, possiamo dire che se è pos- 
sibile l'equilibrio di una colonna cilindrica costituita di un certo liquido L, 
immersa in un altro liquido L', non è possibile l'equilibrio del sistema otte- 
nuto invertendo i due liquidi. 

L'annullarsi di n ha un significato fisico assai semplice. Supponiamo che 
la superficie dei sostegni, lungo la linea d'incontro colla superficie a che se- 
para i due liquidi, ammetta un piano tangente unico (condizione che non è 
verificata nel caso dei dischi) : se n è uguale a zero, le due superficie s'in- 
contrano normalmente, giacché, detto y Vangalo di raccordo^ si ha dalla Teoria 
di Qauss 

n 

cos © = — . 
' m 
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Complementi alle ricerche 
sulle superficie isoterme. 

(Di Luigi Bianchi, a Pisa.) 



N, 



el presente lavoro, continuazione della Memoria pubblicata nel tomo XI, 
serie 3.% di questi Annali (1905), mi propongo di esporre alcune ricerche 
complementari sulle trasformazioni delle superficie isoterme, in particolare di 
studiare le proprietà di una nuova classe di trasformazioni di queste super- 
ficie che si collegano alle trasformazioni di Darboux. Il punto di partenza 
delle nuove ricerche si trova nelle osservazioni seguenti. Consideriamo una 
coppia (S, Si) di superficie isoterme che siano le due falde di un inviluppo 
conforme di sfere, tali cioè che, secondo le notazioni della Memoria, si passi 
dall'una superficie S all'altra Si mediante una trasformazione Dm di Darboux. 
Dimostreremo che questa coppia (S, Si) determina intrinsecamente un'aUra 

coppia (2, 1) di superficie isoterme che si corrispondono per parallelismo delle 
normali in una rappresentazione conforme e sono quindi trasformate l' una 
dell'altra per la trasformazione C di Christopfel. Il passaggio dalle super- 
ficie S, 5i della prima coppia alle corrispondenti 2, 2 della seconda si dirà 
la trasformazione Tm associata alla Dm di Darboux. Queste trasformazioni Tm 
cangiano adunque le due falde isoterme di un inviluppo conforme di sfere 
in due superficie isoterme trasformate di Christoffel e viceversa, trasformano 
cioè una trasformazione di Darboux in una di Christoffel, e viceversa, ciò 
che 81 può esprimere simbolicamente così : 

^ '^^^ J- m Dm J- m j Dm = I m I ^^ ^ 

Suppongasi in particolare che la coppia (S, Si) sia costituita da due su- 
perficie isoterme speciali complementari (iM) § 14) (*); allora anche le su- 



(*) Le citazioni come questa si riferiscono alla Memoria nel tomo XI. 
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perfide ri, 1\ dedotte da -5, 5,» mediaote la ira5fi.ciEaziorje T^ associata 
aUa corrisf>ondente Z)„,, sono isoterme f^peciali, ma di cìasse diverrA dalla 
primitÌTa. Secondo i teoremi di Daeroui, ad ogni coppia di ^up^erficie iso- 
terme speciali comjjementari « coordinala una suwrficitf ajplicabile >oi*ra 
una quadrici hMì § loi; le trasformazioni Tm daniiO pienanio il i»&sag^o 
da una classe di superficie applicabili sopra una quadrica a quelle applicabili 
sopra una seconda quadrica. Queste due quadrìcl.e sc<lo €0niuQaU in defor- 
mazione nel senso stabilito nella mia Xota inserita nei Bendiconfi dei Lincei 
(aprile 1903) cioè si corrispondono in una projettÌTÌtà che conserva le linee 
geodetiche. Un caso particolare notevole «i ha quando la cop*pìa i5, 5,i è 
formata da due superficie parallele a curvatura media costante: la Tm cor- 
rispondente non è altro allora che la trasformazicne di Hazzidaus (Vedi le 
mie Lezioni^ Voi. II, § 393' e le due quadriche coniugate sc»no un eìiissoide 
allun<rato ed un ii»erlw)loide a due falde di rotazione. C-osì la trasformazione Tm 
delle coppie di suj:>erficie isoterme sj«eciali complementari può riguardarsi come 
una generalizzazione della rrasformazione di Hazzitaes. 

Data una coppia (5, 5w di «uj-erficie isoterme trasformate f»er una Dm 

di Da&boi:x, p»er costruire le suj»er£c:e -, i irasformaie f«er mezzo della Tm 
associata occorre in generale icteerare un'ecuazione di Rjccatl Ma vi ha un 
caso mollo notevole in cui bastano quadrature j-er trovare in termiri finiti 
le suf»erfic:e trasformale. Questo caso si presenta quando 5. 5. sono due su- 
f»erficie a curvatura media ccsiante o nuìla, che formano ìe due fald- di un 
invilupf-o conforme di sfere coi centri distri J'U:ii scopra tina deformata d: una 
quadrica di rotazione. In tal caso le sui-erficie trasformate r^er mezzo della 
corrisfK:»DdeLte 7*» soc-:' esse stesse i>o:erme si»ec:ali. e j-reclsamente danT.o ie 
immagini neDo spazio euclideo delle suj»erfic:e a curvatura media cosianie 
dello sitazio iiierbc«:ico. Ma la conseguenza jiù imrH>nante che si può trarre 
dal legame eoa stabilito fra i teoremi di Qucbard relativi alle sur-erficie di 
curvatura media costante dello srazio euclideo e le sur-eificie araloirhe nello 
sf«azio }j:»trKj:ico ccnsisie in ciò che basta conoscere una celle trasformate 5: 
a curvatura inei"a costante «ii una superficie iniziale 5 t-er trovare tutte le 
aìtre >l' con sc-le quadrature. Xe segue che; Xota una df-r'ormaia ài vna 
Quadrica di rotazione se nt oiienpono con soU quaìraivr* 3c= nuc-vf e cc^fi 
dì sfQuito iìlimiiatamfHt^, 

m 

li seguito del presente lavoro conduce ad una gencraìizzazione delle tra- 
sformazioLi T^ fondata sulle ccnsiderazicni seguenti. Una xrasfcrmarcne Dm 
d' Daubotx di una sui»erScie isoterma 5 è definita : M- ^ li da cinoue fun- 
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Zìoni trasformatrici X, u, Wj f^ a assoggettate a soddisfare al sistema di equa* 
zioni differenziali (I) di Darboux^ che qui trascriviamo : 



1 



a«~*'' Fp^^f^' a7i~rT'' ap^n**' 



v 



ed inoltre all'equazione (II) in termini finiti 

X' + fjt« + w^=:2m<f7. (II) 

Ora basta conoscere cinque funzioni )j /i, tr, ^, (7 che soddisfino al si- 
stema differenziale ti) senza verificare ^V equazione (II), perchè ne risulti de- 
terminata intrinsecamente una superficie isoterma la quale però, in luogo che 
nell'euclideo, esiste in uno spazio di curvatura costante. Espongo un breve 
studio di queste trasformazioni Tm generalizzate, estendendo agli spazi di 
curvatura costante la teoria delle trasformazioni delle superficie isotèrme 
svolta nella Memoria per il caso euclideo. 



§ 1. 

La trasformazione Tm associata alla Dm i>i Darboux. 

Abbiasi .una superficie isoterma S (per 1^ quale manteniamo tutte, le no- 
tazioni della Memoria) e si conosca una superficie trasformata 5i, derivata 
da 6" per mezzo di una Dm di Darboux. Siano 

le corrispondenti funzioni trasformdtrici| .che soddisfaranno dunque al sistema 
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diflferenziale (I) ed all'equazione (II). Dimostreremo la proposizione fonda- 
mentale seguente : 

Esiste una superficie isoterma 2, il cui elemento lineare d s^ riferito alle 
linee di curvatura ti, v^ ha la forma 

ds*=^{du* + dv*ì (1) 

mentre le curvature principali —j — di Z sono date dalle formole 

— =:|r JL,_=j|; J^ . (2) 

pi ri pt rt 

Per ciò basterà provare che coi valori (2) delle curvature principali ven- 
gono ad essere soddisfatte le equazioni di Codazzi e l'equazione di Gauss, 
relative all'elemento lineare (1). 

Se poniamo 

'*" = $' (3) « = ff-logy, (3*) 

le equazioni di Codazzi si scrivono : 



\pi flf ou ou\fi J 
\pi ft Jov OV \ft ì 



(4) 



e l'eqaazioDe di Gauss diventa 

1 



P«P« 



= — e "• 






Ora se deriviamo la (3*;, tenendo conto delle equazioni differenziali (I), 
abbiamo le: 

dtù d^ 9^ j 

du du 9 / 

^ (6) 



dv OV <p / 
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onde il primo membro della prima delle (4) diventa 

Vp. p./att''"a«l?.j~Ur« ri)[du * -' + 



? 



,dw d il\ 1 gy 

sostituendo per 0— > ^-^ i loro valori dati dalle (I), troviamo 

espressione che è identicamente nulla a causa della prima equazione di Co* 
DAzzi per la S. Del tutto analogamente si prova che anche la seconda delle (4) 
è soddisfatta. 

Procedendo ora alla verifica della equazione (5) di Gauss, derivando 
le (6) ed avendo riguardo alle (I), deduciamo dapprima: 

pt + ^ = P^ + P^ + ... f (1 + 1) + ... V+I-'t^""- . (7) 

E qui, per una futura generalizzazione, è importante osservare che fino 
a questo punto le nostre deduzioni si appoggiano soltanto sulle equazioni dif- 
ferenziali (I) e nulla affatto sulla equazione in termini finiti (II) 

X* -f /x* + M?* = 2 m y a. 
Tenendo ora conto di quest'ultima, la (7) diventa : 

D'altra parte, per l'equazione di Gauss relativa alla superficie 5, si ha 

\d u* d v*\ Ti rt 
onde la precedente diviene 

[d 1*' 3 v* J ^ \ri fi J n rt pi pt 

Ne concludiamo che anche l'equazione (5) di Gauss è soddisfatta e la 
nostra proposizione è stabilita. 
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La superficie isotenna Z £ eoi aMìamo dimostrata FesisIeD»! è defimta 
solo intrinsecamente dalle forraole (1), ^2). Per troTare la saperfieie stessa in 
termini finiti rimarrà da integrare la eorri^ndente equazione di Biccati ed 
in qaesta integrazione non sembra che possano introdarsi in generale sempli* 
fieazioni. 

B passaggio dalla superficie isoterma S, o meglio dalla coppia (i^, 5i) 
di trasformate di Dasboux, alla nnoTa saperficie isoterma 2 si dirà la frasfor- 
maziùne Tm associata alla D^ che fa passare da 5 ad Si. 



§2 

EnSRO DELLA Xa4gF0B]fAZI(»B Tm SVLLA COPPIA {Sy S,). 

Consideriamo ora la saperficie isoterma Si trasformata della S mediante 
la Dm di Darboux. Sappiamo ((M) § 4) che i Tidori ddle funzioni trasfor- 
matrici nel passaggio inrerso dalla 5t alla 5 sono dati dalle formole 

\ fJL w l l .Q 

Possiamo quindi applicare alla Si la medesima trasformazione Tmy e in- 
dicando con 1 la saperficie trasformata^ con mi, pi, pi gli elementi della 2 cor- 
rispondenti rispettiyamente a ^, r, , r. della S, ayremo in primo luogo dalla (1 ) : 



amai 


i 




?1 


— r^ 


1?* 


• 


*-«•, 




In 


secondo luogo le formole (2) 


ci danno 










1 

— — », 

?« 




1 


— ip.- 




che 


per 


le 


i8) sì scrirono 
















1 v 


1 






1 



(9) 
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e sostituendo per ■-,- » -^ i loro valori dati dalle (11) (M) § 2, troviamo 

p. r\ ri) p, ?* V f« ; 

o in fine .per le (2) 

i = — , }- = — '—, (10) 

pi p» p« p» 

Queste e la (9), confrontate colle formole del § 3 (M), dimostrano che 

la nuova superficie isoterma 2 non è altro che la trasformata di Christoffel 
della prima 2. Abbiamo dunque il teorema : 

La trasformazione Tm, associata alla Dm di Darboux, che fa passare 
dalla superficie S alla S, , cangia questa coppia (S, Si) in una nuova coppia 

(2, 2) di superficie isoterme trasformate di Christoffel Vuna dell'altra. 



§3. 



Effetto della trasformazione Dm bulla coppia (S, S). 

Delle due superficie isoterme S, Si prendiamo ora le rispettive trasfor- 

— ^— • 

mate di Christoffel S^ Si; queste sono, alla loro volta, legate da una tra- 
sformazione Dm di Darboux ((M) § 3) e i valori X, (x, w^ <p, a delle funzioni 
trasformatrici nel passaggio da S ad Si sono dati dalle formole 

A = )., (1 = lly U) = Wy ? = ^) <I = ^. (11) 

Per quanto si è visto al paragrafo precedente, la trasformazione T^, 
applicata alla coppia {S, ò'i), la cangierà in una nuova coppia di superfìcie 
trasformate di Christoffel, che indicheremo rispettivamente con 2i, 2i. Oli 
elementi relativi alla superficie S sono dati dalle formole 

«ó_ -20 1 — ^J! ! — _?!! 

' ri *•! rz ^2 
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quindi se indichiamo con 



e--; -1, 1 

' -ri) ' ei> 

fi fi 



gli elementi a.rìa^ogh\ per la v^, dalle (1), (2» osservando le (li), avremo: 



i ~ 9 G e»» 

P' r. r, { 



(12; 



f» rt rt 



\ 



(13| 



Dimostriamo ora che si passa dalla superficie isoterma 2 del § 1 alla 2. 
attuale mediante una trasformazione Z>_„ di Dabboux a costante — m, dopo 
di che lo stesso varrà naturalmente per la coppia (i, 1,\ Per ciò osserviamo 

che se con . .. ™. 

A, M, IT, *, S 

si indicano i valori delle funzioni trasformatrici per una trasformazione jD_„ 
della Z, le equazioni differenziali d), avendo riguardo alle (1), (2), (6^ ed al 
cangiamento di w in — »»> «asumono la forma seguente : 

cu P f\t>tf \ov o) * \ 



d^ (d'i ,).\ 
du \dp . ?.' <?r ^ t 

c ÌV e'' { n \ 

^- = - f r — - • M 

f e ? \ r, I 



•A (Hi 






sulle superficie isoterme. 27 



L'equazione (II) in termini finiti si scrive poi: 

A* + M*+ W' = — 2m91. (15) 

Ed ora osserviamo che si soddisfano tanto le equazioni differenziali (14), 
come la (15) in termini finiti, ponendo 

A = — -, ìA = —^-y Tr = -, 4^=-, I = — (7, (16) 

? ? ? ? 

onde queste formolo ci danno le effettive funzioni trasformatrici per una D^m 
applicata alla superficie isoterma 1. Calcolando poi, colle formole (9), (11) 
del § 2 (M), gli elementi relativi alla superficie trasformata troviamo precisa- 
mente che essi coincidono con quelli della 2i individuati dalle (12), (13) del 
paragrafo precedente. Abbiamo dunque il risultato: La trasformazione Tm 

cangia la coppia (5, S) di trasformate di Christoffel nella coppia (2, 2i) 
di superficie trasformate per una D^m di Dabboux, e similmente la coppia 

(5i, Si) nella (2, I,). 

Segue ancora di qui che la trasformazione T^m associata alla D.m) che 
dà il passaggio da 2 a Z|, trasforma inversamente la coppia (2, 2i) nella 

primitiva (S, S); perciò la T^m è da riguardarsi come la inversa della Tm- 

E da notarsi poi che, mentre per trovare la prima superficie trasformata 1 

occorre in generale integrare un'equazione di Riccati, nota che sia la 2 si 

avrà senz'altro la 2, in termini finiti, poiché dalle (16) sono note le relative 

funzioni trasformatrici; e in fine per trovare le due nuove superficie 2, 2i ba- 
steranno quadrature. 

La proprietà ora dimostrata delle trasformazioni Tm prova quanto è 
asserito nella prefazione, che cioè esse trasformano una trasformazione di Chri- 
stoffel in una di Darboux, e viceversa. 

Colle considerazioni seguenti dimostriamo poi che l'attuale trasforma- 
zione Tm può riguardarsi altresì come una generalizzazione della trasforma- 
zione di HAzzmAKis per le superficie di curvatura media costante. Prendasi 
infatti una superficie S di curvatura media costante H definita dalle formole 

ds* = e'^ {du^ + d r*) 

9 



ri 2 n 2 

e si consideri la superficie parallela Si colla stessa curvatura media costante. 
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U quale è ad un tempo trasformata di Chribtoffel e trasformata di Dabboux 
della S [>er una Dm corrispondente ai valori 

jj 
delle funzioni trasformalrici ed al valore m= — —- della costante m. La su- 

[>erricie 2 trasformata di 8 per la corrispondente Tm risulterà definita ^ secondo 
le ri), (2) § 1, dalle formole 

e»** = e*^ 

pi fi rt fi rt Ti 

Cosi «V, 1 sono applicabili con conservazione delle linee di curvatura ed 
hanno in punti corrispondenti le medesime curvature principali, ma permu- 
tate; osso sono dunque trasformate di Hazzidakis Tuna dell'altra {Lezioni^ 
Voi. II, pag. 438). 



§4. 



Lk TKASroUNAZfOUl Tm ^KH LE COPPIE DI . SUPERFICIE ISOTERME 

%Vt4lìkU COMPLEMENTARI. 



C*on«id«riiimo una hup«rfi/!ie isoterma speciale S della classe (A^ Bj Cj D) 
mi una nuii «'.ofiipknMtntan) «V,, nilmnin da S mediante una trasformazione D 
di DkMinvKf Ili t'tpaitiuU» m tmMuvUì una (lolle radici dell'equazione cubica 



tn 



U m A )* . m D m -(- 2 /i C ^ 0, (17) 

I) MiìUt Uih'Aìnht irMfmumtnà dato *inllo furinolo 

A fl«V'' e '^''/'' '" « A^ f f'-L, o^H + c, (18) 
lo mmlMiitl ili Iff f livundf» i viiluri 

il awi ,1, h II, r ^^ . (19) 

m m 



.k...» <^M 
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La trasformazione Tm associata a questa Dm cangia la S in una super- 
fìcie isoterma 1 definita dalle (1)^ (2) § 1; noi vogliamo ora provare che 

la 2 è alla sua volta una superficie isoterma speciale. Indicando con Hoj 
L^j Mo i valori di Hj L, M per la 2, dalle citate formolo (1), (2) abbiamo 
subito 

Ho = 2w — fH, Lo=—-^ Jtfo = — L — + M (20) 

e sostituendo per w^ f i loro valori (18): 

Ho = 2a-bH, Lo = j^. Mo = ''-~^^' (20*) 

Dal paragrafo precedente sappiamo che le funzioni trasformatrici pel pas- 
saggio dalla 2 alla trasformata X^ mediante la D.„i di Dabboux sono date 
dalle (16), onde risulta in particolare 

queste per le (20*) possono scriversi 

^_ Ho-(2a + bc) ^ <|. = llf^, »r=«-=l^. (21) 

O 

Siccome la funzione trasformatrice 1 è una funzione lineare intera della 
curvatura media ITo, dal teorema al § 13 [M) deduciamo che la superficie 2 
è alla sua volta una superficie isoterma speciale, cioè le sue curvature prin- 
cipali soddisfano una relazione della forma 

$■[ (ir) + (tt)' J + ^» + 2 >4. M, -f- 2 B, H, + 2 Co Lo + D, = 0, 

con Aoj Bo, C/o, Do costanti che si tratta di determinare. Per ciò osserviamo 
che se con ao, ^07 ^0 indichiamo i valori delle costanti che per la trasforma- 
zione D^m della 2 sono le analoghe delle a, &, r, dalle (21) abbiamo 

ao = a, èo = l, ^0 = — (2a + 6c), 

onde, mutando nelle (19) m in — m, abbiamo 

ao=^ — 2m — Aoy 6© = ~ ^ ^0 ~ ^ > 

m m 
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cioè 

A,^ - - 2 m - a, J5„ = m, C© = (- a + t e) w. 

In fino l'equazione cubica (17), mutandovi m in — m e /i, J5, C, Z) in 
/^o, /A., ^'o, /)., ci (là 

m 

KHprimendo le nuove costanti per A^ B, C, Z), w«, abbiamo così: 

B C \ 

' ' m ( (22) 

I)„ - D — 4tmr2m -A). ) 

Ne fonrludiamo: 

La trasformazione T,n associata alla Dm di Darboux, che fa passare 
(la una super fide isoterma speciale S della classe {A^ fi, C, D) ad una sua 
complementare .S, , canyia la S in una nuova superficie isoterma 1 della 
classe (/lo, Bqj Oo, Do) individuata dalle f or mole (22). 

Si 08Herven\ che la nuova classe (ylo, fio? C^o A.) è in generale distinta 
da ({Utdla d(»lla S o dello superficie omotetiche ad S, Così le attuali trasfor- 
mazioni Tm conducono da una classe di superfìcie isoterme speciali ad una 
classo diversa, ovvero, pei teoremi di Darboux, dalle deformate di una qua- 
driga alle deformate <li un'altra ({uadrica. 



§ r>. 



\iV\ ilV k\ì\{\i\\¥, IH l)AlllfOtlX (M)NIUOATG IN DEFORMAZIONE. 

UinM'i'liiiinio ora in (pniln ri'hi/.iono geometrica stanno le due classi di 
Miipf rihìin Mppliciibili hiipm (|uiHliirlin. Kioordiamo per ciò che i circoli nor- 
mnli in punii rotiÌMpiMid<tnli iilln coppie di HUperficie complementari (S, S^) 
^MUMiiino IMI HihliHuii nclino od i Inro piani inviluppano una superficie che 
MidirliHiMiMM riin N., , il cui cli'iiinnlo |jn(*tire dipendo esclusivamente dalle co- 
hImiiII I, /', (\ h di'lhi eluMMO di S^ S^ rd appartiene ad una quadrica (im- 
niiiKiiHiiiiO di hAitiMiiiH (iM) {} III). Himilinenlo i piani del sistema ciclico 
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normale alle due superficie complementari ly li inviluppano un'altra super- 
ficie 2o applicabile sopra una seconda quadrica. Riguardando come punti cor- 
rispondenti sopra 5o, ^o quelli che corrispondono ai medesimi valori dei pa- 
rametri isometrici w, v di Sj ^, dimostreremo la proprietà seguente: Sopra 
le due superficie Soy 2© si corrispondono ad un tempo i sistemi coniugati e 
le linee geodetiche. Secondo le denominazioni introdotte in due mie Note nei 
Rendiconti dei Lincei (*), le due superficie So, 2o sono coniugate in defor- 
mazione e i due problemi di trovare tutte le deformate dell'una o dell'altra 
superficie si equivalgono perfettamente. 

La corrispondenza dei sistemi coniugati sopra 5o, 2o è un corollario del 
teorema già segnalato dal Darboux (**): Ad ogni sistema ortogonale di S 
{o 1) corrisponde un sistema coniugato di S^ (o J„). Noi qui ne omettiamo 
la dimostrazione che si potrebbe trarre facilmente dalle formolo del § 15 (M). 
Della corrispondenza delle linee geodetiche sopra 5o, lo ci accertiamo poi 
nel modo seguente. Prendasi un'altra superficie isoterma speciale qualunque S' 
della classe (/l, B, C, D) e corrispondentemente si avrà una seconda super- 
ficie isoterma speciale 1' della classe {Aoy Boy C„, Do) di 1. Indicando con 
S'o, 2'o le superficie dedotte da S\ 1' come ò'o, ^\ lo sono da Sy 2, sarà S'o 
applicabile sopra So e l'o sopra lo\ inoltre, prendendo opportunamente S\ si 
potrà far coincidere S'o con una deformata qualunque di So . Pei risultati 
della mia nota a) nei Rendiconti dei Lincei^ sarà provata la corrispondenza 
delle geodetiche sopra So, lo quando si dimostri che al sistema coniugato 
comune di So, S'o corrisponde il sistema coniugato comune di 2o, 2'o. Per 
questo indichiamo con (w', v) i parametri isometrici delle linee di curvatura 
sopra S, 1' e con 

H' {u\ v'), L'{u\v')] F'o(m', t;'), L'o(w', v') 

le quantità che per S'^ 2' sono le analoghe delle 7f, L] i7o, />u P^r S, X- 
Dal § 15 (M) segue che le formolo dell'applicabilità di S^ sopra S\, sono date 
dalle seguenti: 

H' [u\ v') = H{u, v\ L («', v) = L («, t;), («) 



(*) a) Sopra un problema relativo alla teoria della dx^formazione delle superficie 
(6 aprile 11K)2). — b) Sulle (/uadriche coniugate in deformazione (aprile 1901^). 

(**) Vedi la fine della nota: Sur Ics surfaces isothermiques (Coraptes Rendus 29 iMai 1899), 
ove il teorema è enunciato sotto la fornaa equivalente: Alle liìtee assintotiche di S^ cor- 
rispondono le linee di lunghezza nulla sopra aS. 



12 B- litichi: Camnimmenti '?/& rianrrh^ 

* «anlfiienm inaile \}« /jpniicaiiiìim «ii !.. 1, » jerivnna 

iKfiiiiìi] ^e ■ai''* 4 - ^ ^^ 

liuiri d ? . r. . •niu^r^.ino» i wcsmi efiniinroD^ fi Graefìrma D*?r la «frfbr- 
nubiane ^nmitanea 'fi .?, in '*', e^ «fi i, m i , nefila «rornFpiinifenza amir- 
ji^ iinr -?' , 2. : fxvaajìB ai ^ig&Mna «^tiningrun •Toinime «fi .'?.. 5 . <?iirnsp«ini£fr 
1 )f$»CEnia »niiiiKptn ♦comune ii Z... i\» <?« i i 

S isaerTt 'iie neila (fimiuHnizioae ^upernre ^ "fatrinteso *?scìaso il caso 
tólft ma€rdc:e a 'urTamn. me^tia 'loficinte; ma silnra le •&» ^iiperffcfe S.» i, 
^ttii r'MernTamenm lonìinahiii 7ana -«lil^eilisBoiife ailim^ni rjitra romper- 
àoirtiiift •;i '{ne QiiiLi^. li Fonazione, «Ae ^rà coniamo *?as€3re «inaiiriche cimia- 
^ in iftfiìnnazinne. 



^ k. 



M- 



La rsjiAOBXAZxoifr T^ dille sufsrticxs a. cua^AXim^ 30Dli eQST.k5Ts. 

3i ^ irrà rfecro « j I j che per trovare la nrosfimnara I «ii una superficie 
jwrerma ^ meiiiaate ana T^ occorre in generale integrare un^eqaaziQne «li 
RicnATL Valiamo ora a conaiiìerare un caso Darticolare ben interessante ia 
•!ui /inn^trnzione -^i compie con sole «joatiratiire. E qaestu ii caso aoantio 
.r, .?. lono «ine «icertieie -ìi cnrvaoira me£a costante min fornlUlts costi- 
nienr* le tiue Éèliie <ii un ìnTLluppo coQfi}nne dì sfiHre^ coi centri Jistribaiti 
•»onr* la ieronnara 'ii iin;i aoadnca ài n)ta2Ìone teoremi di 6tns:fi.&jsi} ^ 

.'^ia 'iinaue > una ^T^erìcie tii curratara media costante ff. il coi t?{e- 
mi*ncii lineare, riferto alle linee di curranira ml. w^ avrì la Sjrma 

*e ^iirTinire Driacii:ali aventfi) i valori 
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e la funzione essendo una soluzione dell'equazione a derivate parziali : 

Se X, ,", !/7, y, a sono le funzioni trasformatrici della Dm nel passaggio 

dalla S alla ò'i, il sistema differenziale (I) di Darboux possiede l'integrale 

primo 

1 — fly + 2t(? = cost., 

e qui, avendo 5i la medesima curvatura media di S^ la costante del secondo 
membro è nulla, cioè 

Introducendo questo valore di a nelle equazioni differenziali (I) di Dar- 
boux, queste diventano: 

ou ^ * \ 2 ) v^ e V d u^ 

a7. = a-.^'^ ^ = m(//e«-Or-(— f— +2m.^ju;-^^^ [(26) 

Inoltre l'equazione (II) in termini finiti si traduce qui nell'altra 

X« + ^« = 2 m Hf - im^w — w\ (26*] 

Osserviamo che, restando nel campo reale, la forma quadratica del se- 
condo membro della (26*) 

2 m H(f^ — 4: m (f w — w* = 2 m {2 m + H) f — (m? -f- 2 w y)* 

deve avere un valore positivo e per ciò la costante m deve verificare la di- 
suguaglianza 

2m{2m + //)>0. (27) 

Consideriamo ora la trasformazione Tm associata all'attuale Dm] per la 
superficie 1 trasformata dalla *S^ abbiamo dalle (1), (2) § 1: 

l (28) 

pi 2 ^' p2 2 ' 
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Ora diciamo cho : Se si colloca convenientemente la superficie 1 nello 
spazio, r ordina la z di un suo punto mobile (ti, v) ed il coseno Z delV angolo 
che la sua normale fa rollasse delle z sono dati dalle f or mole 



k 

? 



Z-;(^ + 2mJ, (29) 



dove k ha il valore costante 



k . = > (29* ( 

reale a causa della C21\. 

Socoiulo i prinoìpii fomìamentali della teoria delle superBcie, basterà di- 
nìostrrtiv olìo coi valori precedenti di ^, Z sono soddisfatte le equazioni 

^„ DZ. s,,^D Z, z,,^D Z 

m 

s,s=ì -Z\ 

dove f,,, i',., ^f* aÌ£r»ifi<'^no le derivate seconde covarianti e A^ ? il para- 
wotro diflreren7.iale primo dì ^ mentre A />, D sono i coefficienti della s 
oondA forma quadratica fondamentale dì >\ cioè 

l\»>i le formoìe da oimo^rarsù diventano le sexrnemi : 



1 ^ <4 M T 



V - 



1 -z». 



— - 1 z .so 
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% 7. 



Determinazione della superficie 1 con quadrature. 

Per verificare che sussistono le forinole superiori cominciamo dal for- 
mare dalle (29) le derivate della z^ osservando le (26). Abbiamo in primo 
luogo 

dz ke^ ^ dz ke^ .o^v 

cu 9» ' 8t7 ? 

indi 



Al z 



»--1(l=)+{lin=^:«>-+'"'- 



Per la (26*) possiamo scrivere 

A,« = A;«r2w(2»t + fi") — ["'- + 2ff»|']::= \ — Z\ 

e la (3i)*) è così verificata. Derivando ora nuovamente le (31), osservando 
le (26), troviamo: 

f* ou 9» 

l^=9rj--^M^^e«-«-»)y+( ■-^— -h2m«<•)«;^-.->.j■- 
_ /v e« a 6 2^6'» , 

D'altra parte i valori dei simboli di Chbistoffel per l'elemento lineare 
della :^ 

rf s« = e«" (rf M» + d »') 
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sono i seguenti: 



\ 11 
( 1 

( 22 
( 2 



1 2 
2 

12 
1 



22 j 
1 

1 1 
2 



d a 
d (>> 



lì 

du 






dv d V 



6 



•/. 



e costruendo ora le derivate seconde covarianti ^h, z^^ Ztz troviamo verificate 
le (30). Della superficie incognita conosciamo dunque, in termini finiti, l'or- 
dinata ^ e il coseno Z dell'angolo della normale coU'asse delle z. In queste 
condizioni è ben noto come bastino quadrature per determinare completamente 
la superficie; e noi vogliamo qui ulteriormente specificare le quadrature a ciò 
necessarie. 

11 quadrato d s * =^ d X^ -{- d Y^ -\- d Z* dell'elemento lineare sferico di 1 
è dato da 

d8' = dX' + dY' + dZ' = ^'U^^ du' + ]-dv^y 

avendo > - i valori (28). La funzione Z essendo già nota, per determi- 
pi ?' ' ^ 

nare X, Y introduciamo un angolo ausiliario ip, ponendo 



X= R cos ^, Y= R sen j|/, R = \l — Z\ 
e la precedente diverrà 

?- Vi Pi / 



dZ^ 



Ma si ha: RdR = ~ZdZ, dR' + dZ' = ^- y e per ciò 



R^ 



R^dr--^'U-\ dt^ + ^dv^ì-l^m^du-i- i l^dv]\ 
^ ?* 7? Pi / /'Mf2 ^w pi dv ]^ 



cioè per le <31) 



«..,.-_=«:,^; .,..+ -.„.)_-« (A. „+..„)•. 



Ora, a causa di 



iJ« == 1 - i?. == A. = *;(>.« + A 
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la precedente può scriversi 



D, , ,2 k*e*^ [L , ^ j \* 

^ B^ff^Xft pi ; 

ed abbiamo dunque \p con una quadratura dalla formola 

Dopo ciò, essendo noti Xy F, avremo con altre due quadrature a*, y 
dalle formole: 



§8. 



IhTBRPBETAZIOIIE della superficie ^ NELLO SPAZIO IPERBOLICO. 

Le superficie isoterme 2, che abbiamo ora dedotto con tre quadrature 
da una coppia nota di superficie a curvatura media costante (•% ^'j) derivate 
l'una dall'altra per una trasformazione Dm di Darboux, possono essere ri- 
guardate sotto un fecondo aspetto. Prendiamo il piano z = come piano li- 
mite di una metrica iperbolica, definita dall'elemento lineare 



ds 



^_dx* + dif + dz^ 



z^ 



e quindi di curvatura Kn = — 1. La nostra superficie 2 sarà l'immagine di 
aoa superficie dello spazio iperbolico, che indicheremo con 1\ Telemento li- 
neare rfs e le curvature principali (ridotte) , 9 >- di 2' saranno dati dalle 

pi f 2 

formule (Lezioni^ Voi. I, pag. 514): 



ds 



' = —^ — = 4? <^-'' + ^'y +àz') 



p f Si i ùz 
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lo quali por le (28), (29) sì mutano nelle altre 



ds' = '*^-(du*-rdv'j (33) 



k 



r • 



, //^f-»'l 1 .fa H-t-'''\ 



(34) 



Por la ourvauirrt modia II = ~ ~ .■ '^^H* - segue di qui 



. 1 - : 



n „ _i.^4.«-H.--- ■**"-'^ 



1^ IH ;2 m — x7 » 



ondo \eiìianìo oho : L^ì stfn^rfin^ 1 dflìo spazio ij»erhoii{0 ha la curvatura 
mrtìiiì ro^ftìììff .'/ - ' • Si osserverà che ^] ha ] H > 2 

]M^r .7=:|5^0 od .'/ iì }»or n.r-=0. 11 loìrarao così riiroTato fra le suf»er- 

fioio a curvatura ìiìodì^ oo>t;nìte // ^2 delio 5j»aziv i]^e!bc»lico culle su- 
ivitioio * curvanirA lììodia Oiì^ninte o nulla dei^foi dinar jO fraz o euclideo era 
^ìJk VaMi' }»or la }^ne ohe ri^rnxròii la deiormiuaiiirio hìtiiuscca di queste 
sapcrfìoio. Ma ora xedianìo di V'iù che la coiìoscenxa di ui^a co}»p:a >, >, • 
di s«}»orticie ordinano a curvaiura modia cosianie, irasfvMiiaie d: DaubC'CX, 
ci jirocura ròn f^^ìf C9ftì{iri7tyrf la covi^sc^i.za d una coiT^fpctdenie sufnrr- 
ticìc 1 a ouvvamra media co<ur:o drilo ?j.a7.io ìj»tTÌ-.:icc t delia iTia jta- 
ral;o.ia ^ Infìinw^^ì ;h>ì o^jf^orvarc ohe ;r.\oìS;ìir.onu\ :aU- ]-:• >u;ierficie 5, i a 
curx-amra moi^a co>44ir;o ì ur.a r.clio ?s:.;.7Ìo oi:c .dd TAlira relJ'ii'erlKJico, 
defili IO ir,rr;ìì>ìOCJìTncn;o ^^a i>mìa drT-o -iJou 24 v 'a >ec*cr5a d-^ììe 33 1, 34 L 
-5x^ lìo dodtìrrar.ro ì xa.or; \ u, *\ 4 do'.lo fi;rrc: ::;;>:\:'na::.ci y-er ud» 
t!'a5ifo:ina^.!ono /^ d; I'^aiìvvùx dola > >i avrà ou.r.i . r. :tnn:i*i finiti, la 
suìvrficjo drrivara > ^•o.ia n:ode>.ma ourv;;:*:vj; mi-à.A d ^^ E -T.fan:, DOii i 

faraiìTìO oor^ì^^TC ^^ /: ■: foriroìc r ^ - - ^ t ' ^ d..rÀ3.T:i- i va- 

'*or d; , ^ Oi3<v;: ^a*vi:' /.: , . ' , ^ vo:::'.: ^v ...".i,::: k s^»ddÌ5Lare le 

dor*k7.ìiiii: rr^wiJJi dj;..\tssi.: v^.r^ cw no.?; :\r :^ o\ J-. r4 . ili dffeìscoDO 
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primitiva .S*, non quelli della trasformata Ni. Ne risulta che se, tenendo 
fissa S e la costante m della trasformazione Dm, si fa variare S\ entro la 
doppia infinità di trasformate della N: la superficie 1' subirà soltanto uno 
spostamento rigido nello spazio. Basta dunque conoscere la 2 in una parti- 
colare posizione e, colle formole di Poincaré pei movimenti rigidi dello spazio 
iperbolico [Lezioni^ VoL I, § 189), conosceremo 1' in tutte le sue posizioni. 
Ritroviamo cosi la seguente notevole proprietà del sistema differenziale (26) 
per la trasformazione delle superficie di curvatura media costante : Nota una 
particolare quaderna (>, fx, ?r, e) di soluzioni del sistema (26), (26*), si trova 
Vintegrale generale con tre quadrature. 

Se ricordiamo poi le relazioni stabilite dai teoremi di Guichard fra le 
superficie a curvatura media costante e le deformate delle quadriche di ro- 
tazione, possiamo dare a questo risultato la forma geometrica: 

Nota una superfìcie applicabile sopra una quadrica di rotazione se ne 
deducono^ con sole quadrature^ oo' nuove superfìcie applicabili sulla quadrica 
stessa e così di seguito illimitatamente. 



^ 9. 



Le trasformazioni Tni generalizzate 

Le trasformazioni Tm delle superficie isoterme studiate fin qui, come as- 
sociate alle Dm di Darboux, si fondavano sulla conoscenza di un sistema di 
funzioni trasformatrici 

che soddisfacessero dunque le equazioni differenziali (I) di Darboux ed insieme 
^equazione (II) in termini finiti. Supponendo ora soltanto di conoscere 5 fun- 
zioni >., fx, (fj Wj <j che verifichino il sistema differenziale (I) ma non l'equa- 
zione (II), dimostreremo che se ne può trarre ancora la conoscenza (intrin- 
seca) di una nuova superficie isoterma. Per dimostrarlo basterà riprendere i 
calcoli del § 1, ricordando che il sistema differenziale (I) possiede l'integrale 
quadratico 

X* + ^* + '^* — 2m (fy -^ cost. ; 
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2Ld;ca:i'lo con — /T, il valore della eostante del secondo membro, avremo 
d;:ijQìse 

>» -.:!*- ir» = 2 m y a — K^. (35) 

Le dedazioni ?TÌluppate al principio del § 1 fino all'equazione (7) sus- 
s:?; jn*t ancora attaalmente, come ivi fu osservato. Ma, a causa della (35), 
ja 7 diventa ora: 






w* + K» 



e oaindi 

-e -'^ 

ossia 






II primo membro è la curvatura K delFelemento lineare 
e si ha perciò = /T — iTo- Ora questa è l'equazione di Gauss per lo 






Spazio di curvatura costante K^\ e poiché, come già si è verificato al § 1, 
coi valori 

1 9 1 ? 

pi ri p« r% 

sono inoltro soddisfatte le equazioni di Codazzi, abbiamo il teorema: 

Ne le funzioni /, ^, ic^ y, i soddisfano le equazioni differenziali (I) di 

Darboux e danno alV espressione costante: /.* + fx* + '^'* — 2my(7 il valore 

/T^, ne risulta individuata nello spazio di curvatura costante ir©, una su- 

jìcrficie isoterma ^, che riferita alle linee di curvatura w, v ha ^elemento 

lineare 

rf5- = ^ [du' -\-dv*) (36) 

e le curvature principali 

^ =i^_l, i_^^^_l.. (36») 
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Rappresentando nel noto modo conforme lo spazio a curvatura costante 7v"o 
sull'euclideo, nella superficie S immagine di 2 si ha una nuova superficie iso* 
terma. Così per la ricerca di nuove suporficio isoterme da una iniziale dnta S 
possono utilizzarsi anche quelle funzioni X, u, w^ y, g che soddisfano soltanto le 
equazioni differenziali (I| senza verificare la (II). Le trasformazioni cosi otte- 
nute diciamo trasformazioni Tm generalizzate^ o anche trasformazioni T m 

Se applichiamo la T m anziché alla superficie isotorma N, alla sua tra- 
sformata iS di Christoffkl, otterremo nollo spazio di curvatura K una seconda 
superficie isoterma 2, coirelemento lineare: 

(37) 



ds] 




idu' 


1 
■1 


d 


V') 






principali 
















1 


Ti 


1 


— 


: - 


" w 


+ 





(37*) 



Fra breve vedremo (§ 13) che le due superficie 2, 2, sono trasformate 
di Darboux l'una dell'altra. 

Notiamo in fine che mentre nel caso delle trasformazioni di Darboux 
doveva escludersi il caso m --0, qui con /r„=|=0 è ammissibile anche il va- 
lore m = 0. Allora la costante K^ nella (35) è necessariamente negativa, e 
se poniamo /Tonzz -], il sistema differenziale (I) coincide colle formolo (2) 
§ 1 (M), ove si sostituisca a (>^, ;x, */', e) rispettivamente (Z, , Zs, Zs, z). In 
particolare la funzione (f diventa Vordlnata z della superficie primitiva S e 
la superficie isoterma 2 dello spazio iperbolico è precisamente quella che ha N 
per immagine. 



§ 10. 



Le trasformazioni di Darboux in oeometria ellittica. ed iperbolica. 

Le ricerche procedenti ci hanno condotto ad introdurre in considera- 
zione le superficie isoterme degli spazi di curvatura costante ed e ora op- 
portuno far conoscere il sistema di forinole relativo alle trasformazioni di 
Darboux delle superficie isoterme in questi spazt. Osserviamo subito che per 
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tal modo non si viene a cangiare il contenuto del metodo di Darboux, poiché 
le consuete rappresentazioni conformi canp^iano ogni inviluppo conforme di 
sfere dello spazio a curvatura costante in un inviluppo confin^me di sfere delio 
spazio euclideo, e viceversa. Però la forma mutata sotto cui si presentano le 
lormole conduce a trovare nuove applicazioni del metodo di trasformazione. 
Ci limiteremo qui a dar le nuove formole ed a compiere sopra di esso le op- 
])ortune verifiche, senza esporne la deduzione facile a ristabilirsi. 

Consideriamo uno spazio di curvatura costante K^^ e poniamo per sem- 
jjlicità /vo — ± 1 secondo che lo spazio è ellittico ovvero iperbolico. Abbiasi 
in que^ito spazio una superficie isoterma S^ riferita alle sue linee di curva- 
tura M, r, e mantenendo le nostre solite notazioni (Cf. Lezioni^ Voi. I, pa- 
gina 497 e segg.) indichiamo con 

d s' :r_- er^ (d W + rf t'« ) 

Telemento lineare di S, con > le suo curvature principali (ridotte). Il 

sistema delle equazioni differenziali iT) di Parpoux ]>renden\ qui la forma 
seguente : 

m r 7 i w? ^ " qp - tv - ^ '/ - /vy r 9, . - - . '/ 



( il 

- . /., ^ ' — m r 7 - me ^ ^ -- w — ,. a 

r H r V < r * ri (J u 

/-/ o fl . (: ^ ,1 '() w e'' . d tv e^ 

e il ^ e V U Vi CV /'i 



/v' e" '. 







(I*( 



d ^ ff . de _ff 

— e A» r\ — ""— e u, 

u ^ V 

Come si vede, esso non diftcrisce dall'analogo per lo spazio euclideo 

(Kg -0) che per il termine -/vo^^<j>, dovuto alla curvatura dello spazio, 

aggiunto alle espressioni di /-> , '• Il sistema (I*ì, in forza delle equazioni 

di Codazzi che hanno ancora la solita forma e di (]uella di Gauss che attual- 
mente si scrive 






P' 'A 
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h un sistema illimitatamente integrabile e possiede l'integrale quadratico 

'a» 4- a« -j- ic'^ ^ Kor -2ni(f7^ cost. 

Per trovare le trasformate di Darboux della superficie isoterma S con- 
viene scegliere i valori iniziali di >., ;x, «', y, ^ in guisa che si annulli la co- 
stante del secondo membro e si abbia quindi 

}t -i- ;.,.« -|- W^ -f 7fo y- — 2 m (f C7. (II*) 

Supponiamo ora inversamente di conoscere cinque funzioni /., a, w, v? ^ 
che soddisfino il sistema ditlerenziale (I*) e l'equazione in termini finiti (II*ì. 

Deduciamo dalla S una seconda superficie isoterma i> colle formolo seguenti : 

significando Xo, a:,, Xe, Xa le coordinate di Weierstrass del punto P di S che 
corrisponde al punto P^(Xo^ a:,, Xj, Tj) della 6'. 

Derivando le (38) rapporto ad u, v coll'osservare le (1*) e le formolo 
alla pag. 498 delle Lezioni (Voi. I), troviamo : 



(39) 



f « _ ^ , [— ^e '^ ? • ^* + (»^ V ^ — ^'') -^e — >• «^ $« — Iw 4,] / 
.r- == — , [/STo X op Xi -f X a >;,• -f (fx* - W y o) ii -f- fx /e? ;,] . 

Per l'elemento lineare ds della superficie S deduciamo (luindi 
ds^'^dx\i- d x] f dxli- Ko d xl = ^"* -'^- ( rf «^ + cZ v% 

ni* 

il che prova intanto che le due superficie S^ S sono rappresentale conforme- 
mente l'una sull'altra. Dalle (39), indicando con >?, C, ; le quantità che per 
la ^ sono le analoghe delle >?,?,; per la N, troviamo: 



- /fo Xi -\- 1 \m - ' ii — 



/ /6' 






V 
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Infine derivando rapporto ad w, v le ;,-, si constata che sulla S le linee 
i/, V sono ancora le linee di curvatura ed i valori delle curvature principali 

_ > - sono dati dalle forinole stesse che sussistevano nel caso euclideo 
ri r? 

((M) § 2): 

% 



ri 






_ ., -Or 



6' -'O 



e"" r.^ — ^ i (40) 






r2 o ^ 



Si verifica inoltre facilmente, colle formolo precedenti, che le due nor- 
mali alle superficie S, S in punti corrispondenti P, P si incontrano in un 
punto Mo ad eguale distanza i da P, P e sì ha 

tang e? :z:^ -^ ? per Z© ^^ -j- 1 ; tangh i =^-^ y per Jf^ = — 1, 

La sfera che ha il centro in Mo e raggio = ò tocca quindi S, S nei 

punii P, P, onde segue che S^ S sono le due falde di un inviluppo conforme 
di sfere. Si osserverà poi che nello spazio iperholico quando sia ?>««', sarà d 
puramente immaginario e quindi le sfere inviluppate avranno il centro ideale. 



§ 11. 



SUPEUFICIE ISOTERME SPECIALI NEGLI SPAZI DI CURVATURA COSTANTE. 

Estendiamo ora agli spazi di curvatura costante le ricerche relative alle 
superficie isoterme speciali ((M) § 12 e segg.). I calcoli da eseguirsi sono 
solo leggiermente difterenti da quelli particolari al caso euclideo e basterà 
({uindi rapidamente indicarli. 
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Ricorriamo per ciò alle equazioni (32) (M) § 12: 

d L ^ _ ^,edH^ ai ^ ^^^ dH 

du d u d V d V I 

ì (41) 

dM^ 1 d L dM_ l d L \ 

d u n du d V ri d o 

le quali, dipendendo unicamente dalle formole di Codazzi, sussistono ancora 
nello spazio curvo. 

Ricerchiamo ora se esiste un sistema Q^y^'ivc^ f, 7) di soluzioni delle 
equazioni fondamentali (I*), (II'*') in cui la quinta funzione trasformatrice 7 
eguagli una funzione lineare intera della curvatura media //. Prescindendo 
da un fattore costante, ed escludendo il caso ovvio di coppie di superficie a 
curvatura media costante parallele ((M) § 13, nota), potremo supporre: 

7 —z II -\- e {c costante) 
e osservando le (41) e le (I*), ne dedurremo, come nel caso euclideo: 

\=e^\^> a = -e^^P^ w==a-M, o^^b ~L, w=H+c, (42) 

cu ^ e V ' ^ ' 

essendo a, b due nuove costanti. Sostituendo questi valori di À, pi, u;, f, 9 
nella (IP) troviamo 

^'^ f(y^F ^ (^3?^1 "^^ ^o^' + ^' + 2^Jt^ + 2B/i + 2CL + Z) = 0, (A*) 
dove Aj Bj C, D hanno i valori costanti seguenti 

A -=^2m - a, B ^^ —bnu C =^cm — Kob. . 

(43) 

Se una superficie isoterma S dello spazio di curvatura costante Ko sod- 
disfa ad una relazione della forma (A*), con A^ B^ C^ D costanti, diremo 
come nel caso euclideo che essa è isoterma speciale della classe (A^B^ C\ 2>). 
Così adunque: condizione necessaria affinchè esista una soluzione dello equa- 
zioni fondamentali (I*), (II*) con 7 = II -\- e è che la superficie S sia iso- 
terma speciale. Inversamente, supposto che ciò avvenga, prendiamo secondo 
le (43) 

a = 2m-A, 6--—-, e = ^' /iTo ^ . (44) 



i 
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ilove m è una radice nion nulla) «Iella equazione di (|uarto jjrado 

i2m A)'m' -Din' 2BCm K, B' 0. .45. 

Allora le formole ^42) daranno un sistema di soluzioni della il*i, (II'-, 
come si dimostra in modo del tutto analogo a quello tenuto per lo spazio 
euclideo (jM) § 13). Ed anche nel medesimo modo si dimostra che la su- 
perficie trasformata S è isoterma sj»cciale della stessa classe (^4, B, C, D)^ 
poicliò le formole della precedente Memoria ( 15) § 4 e (37) § 14, sulle quali 
era fondata la deduzione valgono inalterate nel caso attuale. Se chiamiamo 

complementari due tali superficie isoterme speciali *S, S, abbiamo dun<|Ue il 
risultato : 

Otjni superficie isoterma speciale niello spazio di curvatura costante 7\'o 
possiede quattro superfìcie complementari, corrispondenti alle quattro radici 
dell equazione di 4y tjrado (45). 

Nel caso euclideo A'o--0 la (45) possiede senìpre una radice nulla, che 
non ha significato pel nostro problema, e le superficie comj»leinentari si ri- 
ducono a tre. 



§ 12. 



Trasformazioni delle siteuficik isoterme speciali, 

K^un«iiaiii<> ora al ca^o allualc i risultati dei §§ 17, 18 (M) relativi al 
•■;ii"# i;u« Ìid*jo. P».*r Ogni superficie isoterma S la curvatura media soddisfa al- 

Sili ^1 ^^11 i- ^J ^ " 

r tic V c f r K ' e it r e ' 

'?.*. . : -j'; vrivcre sotto le due forme equivalenti: 






^ K r i( I CU ce u\ r e J r r e II 

•\ . ;.»Mji:amo ora di più che la S sia una superficie isoterma s{iccialc e 

... . j. ^^jddisfatta una relazione della forma (A*). Se escludiamo il caso 

.' . ■ aObia costante la curvatura media o che sia una superficie di ro- 
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taziono, derivando le (A*) rapporto nd i/, r <»d osservando lo (a), otteniamo 
le altre 

f it\ (I n J V ó V r.' f 

6 V \ V ) o u a if ri J 

Ora se oonsideriamo una qualunque trasformazione /),„ della S^ corri- 
spondente allo funzioni trasformatriei /, a, ?r, y, '^ e poniamo 

f =^ e" ^ -, _. e« |Z[j, .. (,„ H .- Ju h i C) y -| 

! (2 m — /l — 3f ) ?r -j- (m 1/ 4 7^) a, 

formando le derivate di 'l rapporto ad ^/, v, eoli' osservare le (l*) e le [a)^ 
(/3), troviamo : 

- 0, .-. ' — {*) : . 

onde deduciamo il teorema: 

Per ogni super firie isoterma speriate S detta ctasse iAj /?, C^ /)) ?7 si- 
stema (tiffereuzinle (I*) (tette equazioni iti trasforma.rìoup possiede t* iuterfrate 
jìrimiì : 

,p e^ '" ) - e' -^/ fx -(m // f Ko L i- (?) ^ ,- / 

^ r u ó V ^ I ' r j^ 

\- {2m -A ~M) w -\- { m L -f- B)g — cost. 

Ora fra le cx^ trasformazioni A» della superficie isoterma 5 conside- 
. riamo quella doppia infinità che si ottiene vincolando i valori iniziali delle 
funzioni trasformatrici in {juisa che la costante del secondo membro nell'in- 
tegrale primo (7?) risulti nulla, e dimostriamo che ogni volta la superficie 

trasformata S sarà essa stessa isoterma sj)eciale della classe {Aj Bj (7, D) di S. 



{*) Questa vorilì«ia, corno lo altre elio se,i,'uonu nel tosto, si compie rapiilamonte ri- 
ferendosi al calcolo già esei^niito nel caso euclideo ed osservando che i nuovi termini dovuti 
alla curvatura dello spazio si elidono fra loro. 



f 
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Si prendano infatti lo formolo stesse (16) § 2 

A-^— '•, M^—'\, W-:''\ ^l>=-^, y=: — 7 (47) 

o o o o 

t ti! 

e si osservi che esse danno una soluzione dello equazioni (I*) por la trasfor- 
mazione D-m della -. Queste formolo sono invero le stesse (14) § 2^ ove 



soltanto alle espressioni di ^- - v _- si sottragga il termino K^ ' - . <!> dovuto 

alla curvatura dello spazio. Basta allora tener conto che attualmente la re- 
lazione in termini finiti fra >, y, tcj f, ^ è la 

>.' -r a' - /r» = 2 w« ^ a - - K, f i 48) 

per dedurne la verifica richiesta. D'altronde, in forza della (48), si ha 

V« {- A/* + IV -f- ^0 ?* = — 2 m ^' ì:, 

che è precisamente la (II*) in termini finiti per la trasformazione D-,,,. Ne 
conchidiamo che le funzioni A, 3/, W^ <l>, 2^, definite dallo (47), danno un si- 
stema di funzioni trasformatrici per una /)-,„ di 1. Ed ora se colle formolo 
del § 9 calcoliamo Telomento lineare e le curvature principali della superficie 

trasformata, troviamo che questa coincide con .^. 

Concludiamo che. le nostre trasformazioni T m cangiano una coppia di 
superficie isotorme dello spazio onolideo trasformate di Christoffel in una coppia 
(li trasformato di Darroux dolio spazio di curvatura costante. 



§ 14. 



Inversione dei risit.tati precedenti. 
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Qui si presenta naturalo la domanda se la rehiziono ultimamente osser- 
vata sia invertihile od a tale domanda risj)onde affermativamente la proposi- 
zione sofi^uente: 

Ahhiasi nello spazio di curvatura costante K^ una superficie isoterma 1 
(*h€, riferita alle linee di curvatura «, v^ ahhia Velemento lineare 

ds* -=e'^ idu- + dv'ì ' .?« 

Annali di Maleinatica, Serie IH, toino XII. T 
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e le curvature principali — 5 — ; si consideri una sua trasformata 1^ di 

Darboux per una trasformazione D,» colle funzioni trasformatrici >, u, //*, y, 1. 
Esiste allora nello spazio euclideo una superficie isoterma S d'elemento lineare 

d s- -:= ^'[- id u' ^' dv') = e^"" (d u^ -f d r' ) 



e colle curvature principali 



i _ ... ? 



1 o 



La vorifioji procede qui precisnixìcnfe come al § 1 per le equazioni <li 
Codazzi. 

Per dimostrare poi che anche Tequazione di Gauss e soddisfatta, ])ar- 
tiamo ancora dalle formolo (G) § 1: 

{^ oì 2 ^ A (} 0) do ^ [j. 



cu du rj ( V e V 



e formiamo respressiono 7^, ^- tt-^ j osservando le (I*) 8 IO; troviamo così: 

* e ir ' d V' / u / 

- ^ -H- r 1 (a- - - 'A* - 2 m ^ C7 i- 



• — 



e W V' 



/ 1 1 \ r- ?}^ p'*-'* 

- 2 a; e'-": e^ ; iv ■ - - -\--t .. -\- i-, - -, ,. I A» y' -^- "■-■) -|- 2 A', f '" -'- 



:- p«« 



I 



e' 



Ah-l) 



e quindi 



' r U' V V' ^ \o U' e V'J ' ^ \ri ri ) 



Ma si ha 






i'i ri \(' w V V 

per ciò 

. 1\ .• o- 1 



\c ff ry ^ \ri 



n / rx rt VI e.' 
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questa è appunto Tequazione di Gauss per lo spazio euclideo!*). Le formolo 
stesse (17) danno poi nel caso attuale le funzioni trasformatrici per una Dm 
della superficie S. 

Supponiamo in particolare che le due superficie (1, li) siano isoterme 
speciali complementari. I calcoli stessi del § 4 dimostrano allora che la su- 
perficie isoterma *S' dello spazio euclideo derivata da 2 mediante la T rn sarà 
alla sua volta una superficie isoterma speciale. Così le trasformazioni T ,n. 
danno il passaggio dalle superficie isoterme speciali dello sj)azio di curvatura 
costante a (luelle dello spazio euclideo, e viceversa. Spingendo più oltre la 
ricerca si vedrebbe risultarne il legame fra le deformate di una superficie dello 
spazio euclideo e le deformate di una superficie corrispondente dello spazio 
ellittico od iperbolico. La corrispondenza fra le due superficie è lale da con- 
servare ì sistemi coniugati e le linee geodetiche. Per tal modo la nozione di 
superficie roninfjufe in deformazione viene a ricevere un più ampio significato 
che merita di essere approfondito. 



§ 15. 



Applicazione alle superficie di curvatura media costante. 



Termineremo col generalizzare le proposizioni dei §§ 6-8 applicando i 
risultati conseguiti alle superficie 1 di curvatura media costante // immerse 
nello spazio di curvatura costante ATo . 



(*) Si può notai'o che so lo funzioni y, a, tc^ ;p, a soiidistadossero s>em|)re il sistema 
diirerenziale (I*) ma non la (IP) o rendessero 



ne sej^uircbbe 



Xa 4- 0.2 + Kq f = 2 >/i cp <x - /l, (A'i cost.) 



1 .1^2 cu . r^ 



Pip2 



IP + r.") - "■ 



la superticic ò' esisterebbe nello spazio di curvatura costante /fj. 
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lliforcinlo la ijuperficic 1 alle sue linee di curvatura «, r, avremo 



l // 4- C- ' l 



Il - c-^'^ 
2 



dove j è una soluzione dell'equazione a derivate parziali 



r^O a^o 



dic^ ' a 



' • '^<^ 



/„ , //n 



-20 



0. 



Consideriamo una seconda superficie -, colla stessa curvatura media co- 
stante // che si ottenj^sa dalla i per una trasiormazione Dm di Dakboux. Se 
A, ;/, XV, ^^, j sono le funzioni trasformalrici, la costante del secondo membro 
nelTintegrale primo del sistema (I*) 

7 - // V j- 2 tv -- cost., 
dovrà essere nulla e sarà perciò 

7 r:^ll(f -2 n\ 

Dopo ciò il sistema dillerenziale (I*), eliminandone cr, diventa: 



■-- ». 

A 

d u 



— m {Il'e^ r e ^}(f - 



li e^^ - c-'^ 



-{- 2 m e^ yw - 



ao 



d\ a 






an 



aj). 
a/' 






^mille'^ - 



e^')^ -( 



^^ d V da' 
Ile'' + e-'^ 



f 2 m e^\ w ~ 



du 



e r. 



A - A'o eP z 



a il 



- j^ 



a-. 



e' /•, T-^ 



al; 



e"" [j- ; 



a //; 

f u 



/.. .- -- '• p, 



2 



) 



do 



2 



l'tiquazioiiti (II*j in termini finiti prende iu forma: 

À' f a' -f- «-' -f- A', v' — 2 m j (// y - 2 ìt). 

Di qui, avendosi 

■/.« -j- fx« -^ [2 m (2 m + i/) — A'»] ^' — (w -f 2 w» ^)', 



/ 



(49) 



(49-) 



*■. #--1/ ■ 
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segue clic, per restare nel campo reale, dobbiaiiìo ailribuirc alla costante m 
un tale valore da soddisfare la disuguaglianza 

2m(2m }- //)> a; . (50) 

Il teorema del [)aragrafo precedente ci assicura che esiste allora nello 
spazio euclideo una superficie isoterma S che riferita alle lincii di curva- 
tura «, V ha relemento lineare 

(ls' = '-^{dir' -r (IV) • (51) 



o- 



e le curvature principali 



1 1 



-^ ^:-= ic — ? _..--, e. _ -i- . (51*) 



?i ri Zi n 



La superficie N e così definita dapprima solo intrinsecamenle da (jueste 
formolc. Ma, generalizzando i rii-ultati dei §§ 6-7, possiamo dimostrare che 
bastano nel caso attuale tre quadrature per trovare S. Si vede infatti che 
Tordìnata z di 6' e il corrispondente coseno Z della normale possono assu- 
mersi dati dalle formolo 

^=^A, Z=ìA^^2my (52) 

la costante k avendo il valore 

le -^ ^ (52^) 

V2w(2m -1- H) — Ko 

che è reale per la (50). 

Ora riguardiamo, come al § 8, la superficie S come immagine di una 
superficie -S" dello spazio iperbolico definito dall'elemento lineare 

, dx^ + d!/* + dz' 
a S' == ^ • 

Troviamo allora: La superficie S' dello spazio iperholico a curvatura 
Ao = -T 1 ha V elemento lineare 

ds' = j-^{du' + dv'} 
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e le curvature principali 



4--^- khm i- — V ' ^ 'k(2m i^l; 
quindi la curvatura inedia FI e costante e data dalla formala 



II .- 



4/;i f // 
\ 2 m (2 m -\- li)-- lu 



Le considerazioni superiori stabiliscono lej^ami notevoli tv'4 le su|)orf!cie 
di curvatura media costante negli spazi di curvatura costante. Come nel caso 
euclideo i):^ 8) la con?^eguenza più importante si trae dal fatto che ^\ì ele- 
menti della superficie .S restano invariati se si tiene fissa la suj>erficie 1 e 
costante m e si fa variare Si entro la doppia infinità di trasformate della-; 
la superficie S si sposta allora rigidamente nello spazio. 

Ne segue, come al § 8 pel caso itTy = 0, che: nota una soluzione parli- 
colare (X, y, «-, (f\ delle equazioni di trasformazione {^9), (49*) bastano qua- 
drature per dedurne la soluzione generale. 

Ricorrendo poi airestensione dei teoremi di Guicuard agli spazi di cur' 
vatura costante (*ì, ne deduciamo che il teorema finale del § 8 vale non sol- 
tanto nello spazio euclideo ma in qualunque spazio di curvatura costante. 



(^) Vedi la mia MonnuMa: Sulla dcfonfiazitinc (Ielle (jdailrhlic di roUizinìic ìictjli siiozi 
(li 't/'rcalura oostmite, Qii ?sti Annali, tomo V, (Serio IH, 1001). 

Pisa, Gennaio 1005. 



Il teorema d^Abel sulle superfìcie algebriche ^*K 



(Di Francesco Severi, « Parma.) 



Y 



[J noto che il concetto d^ integrale aheliano^ che ha un ufficio così im- 
portante nella teoria delle funzioni alp^ebriche di una variabile, è stato tra- 
sportato in due modi nel campo delle funzioni algebriche di due variabili : 
da un lato, con Clebscu e Notuer, si sono considerati gl'integrali doppi di 
])rima specie, e con Picard (molto più recentemente; gl'integrali doppi di se- 
conda s[)ecie; da un altro lato, si sono considerati, collo stesso sig, Picard, 
gl'integrali di differenziali totali o integrali semplici (delle tre specie), che 
ormai, giustamente, a ricordo delle belle ricerche dell'eminente geometra fran- 
cese, si chiamano integrali di Picard. 

Ma mentre pochi sono per ora i legami tra gl'integrali doppi e la geo- 
metria sulla superficie algebrica, immagine della funzione (**}, numerosi si 
sono fatti, s[)ecialmente in questi ultimi mesi, i legami tra le proprietà tra- 
scendenti degl'integrali di Picard, e le proprietà geometriche dei sistemi li- 
neari di curve, tracciati sopra la superficie. 

Questi risultati, di cui discorrerò diffusamente più tardi, hanno posto in 
luce che, prendendo come analoghi degl'integrali abcHani, gl'integrali di Picard, 
il genere dell'ente algebrico oc* viene ad avere per analogo Tirregolarità 
Vo Pa (cioè la differenza tra il genere geometrico ed il genere aritmetico) 
dell' ente oo*. Cosicché, da questo punto di vista, le superficie regolari 



(*) Un riassunto dei principali risultati di questa Memoria, ò ^ià apparso nei Cohqdes 
rrndns, sotto lo stesso titolo: Le Uu)ort)mc iVAÌtcl sur ics surfarcs alijrhnqucs (:> avril 11)05). 
(**) K noto olio il numero dogli integrali doppi di l.' specie, tra loro indipendenti, 
uguaglia il genere g«^omotrici) della superlìcie. Soltanto da poco il sig. Picard ha trovato 
un legame tra il numero degl' integrali d()])pi distinti di 2.* specie e i caratteri geometrici 
della superlìcie: questo numero si esprime mediante Y ièwariante tU Zel'thkn-Sk(ìrk, Tir- 
regolarità y>^ — y>a d(dla siiperlìcie, e il ninnerò d'?i sistemi continui (die costituiscono la base. 
Questo risultato dovrà (Condurre ad altre importanti proprietà delle superlìcie algebriche! 



56 Severi: Il teorema d'Abel 



{pfj-^'Pa) Vengono ari essere analoghe alle curve razionali; e come queste 
ultime son caratterizzate dal fatto di non contènere sistemi continui com- 
{ileti, non lineari, di gruppi di punti; così le prime son caratterizzate dalla 
mancanza di sistemi continui completi, non lineari, di curve algebriche. 

Si presenta allora naturale l'estensione del teorema d'AsEi, che esprime 
la pili importante proprietà degrintegrali abeliani. 

Sopra una curva di genere p >.0, il teorema d'ÀBEL dà la condizione 
necessaria e sufficiente, affinchè un sistema ccmtinuo di gruppi di punti ap- 
partenga ad una serie lineare (cioè sia costituito da gruppi di livello costante 
di una data funzione razionale dell'ente ). Dunque, dal punto di vista da cui 
ci poniamo, la questione analoga sulle superficie può presentarsi così : a As- 
a segnare una condizione necessaria e sufficiente affinchè un sistema continuo 
tt di curve algebriche, sopra una superficie d'irregolarità Pg—-pa>Oj sia con- 
u tenuto totalmente in un sistema lineare (*). ?> 

Orbene, in questo lavoro io dimostro che la condizione richiesta è che 
rimangano costanti^ per una variazione continua di due curve del sistema^ le 
somme degVintefirali di Picard della 1.^ specie^ appartenenti alla superficie^ 
nei punti comuni alle due curve variabili, 

È questa proposizione ch'io chiamo il primo teorema ^'Abel sulle su- 
perficie {**}. 

Successivamente trasformo il teorema, rendendolo più espressivo e piti 
utile nelle applicazioni. 

Nel n.** 8 di questo lavoro deduco, dal 1.'' teorema d'ABEL, che una su- 
perficie algebrica di generi j geometrico e nritmetico, pg^ pa^ possiede pg — ;>« 
integrali semplici di 1.^ specie^ e 2(pg — pa) integrali di 2.^ specie. 

Questo teorema, che trovasi enunciato con un'esposizione sommaria della 
dimostrazione (diversa da quella che si legge al n.*' 8 della presente Me- 
moria), in una Nota del sig. Castelnuovo (Comptes rendus^ 23 janvier 1905), 

^) V(M\'\nioiit(i il tfìoronia d'AnKL dà di più la condizione perchè due gruppi di un ugual 
numoro di punti (cioè appartenenti ad un medesimo sistema continuo), sieno tra loro equi- 
rtth'nti. Siccliò, sulle supeplìcie, converrobhe proporsi di ricercare la condiziono allineilo sieno 
(Mpii valenti duo curve di un medesimo sistema continuo; ma di (juesta maggiore deter- 
mina/.iniK^ della (piestione, mi occuperò in un altro lavoro. 

(^*) Non mancano estensioni del teorema d'AnKL in altre direzioni; cosi in Humuickt 
[Sur A* tìiònri''in(* tlWhcl et t/ttcìqur's unes de ses applicalioìts à hi Uèoiìiètrie, Journal de 
.NFatli. ISSI)), trovasi un'<»stensione d(»l t«M)rema agl'integrali doppi, ed anche agP integrali 
<ii diiriM*<?nziali totali (ma in una direzione diversa dalla nostra). 
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è il risultato complessivo di varie ricerche, che si sono succeduto rapidamente 
in questi ultimi tempi. 

In una Nota inserita nel settembre del 1904 tra i lìendiconli dei Lincei , io 
ho dimostrato che «< ogni superficie la quale possegga integrali (trascendenti) 
«della 2.* specie (in particolare di 1."), cioè che abbia l'ordine di connes- 
« sione lineare pi>l, è irregolare {pg'>pa) » (*). 

Questo teorema ha stabilito un primo legame qualitativo tra l'esistenza 
d'integrali di Picard della 2.^ specie e l'irregolarità della superficie. 

Ma nella stessa Nota io ho dato la disuguaglianza 

ove r, q denotano i numeri degl'integrali indipendenti della 2." o della 
1." specie appartenenti alla superficie di generi pg^ pa. 
Questa disuguaglianza, combinata coll'altra 

r^2q, (2) 

che si ottiene con facilità (**), e che del resto è stata da tempo rilevata 
esplicitamente, p. es. dal sig. Picard (***), dà già : 

q^Pg — pa (3), r:^2[pg — pa^ (4). 

Il sig. p]uRiQUEs, dimostrando poco dopo (Rend, della lì. Acc. di Bo- 
lognay decembre 1904) l'importante teorema che « sopra una superficie ogni 
tf sistema algebrico completo di curve (algebriche), ha la serie caratteri- 
tt fttica (****) completa r», ne deduceva la caratterizzazione geometrica delle 
superficie irregolari; stabiliva cioè che ogni tal superficie è caratterizzata dalla 
presenza di sistemi continui non lineari. 

Da ciò, in base al teorema che a sopra una superficie priva d'integrali 
a finiti di Picard, ogni sistema algebrico completo è lineare », teorema dimo- 



{*) Un lavoro più ampio attorno a quosto teoróma, ha già preso da vari mesi il suo 
turno di stampa pei Mathemaiisflu' Annalen. — Il caso di una suporfìoio dotata di p in- 
t<>grali semplici a 2 p periodi, era stato trattato dal sig. KNiuguMs (Annalos do Toulouso, lUOl). 
— Vedi pure la mia Nota, Osserctizioni sui sisteìni coidimii,., (Atti della U. Acc. di 'l'o- 
rino, 11X)1). 

(**) Vedi ad es. il n.* 3 della mia Nota, .S'?(//rt differenza Iva i vwmri degrinteyrali 
di Picard . . . (Atti della R. Acc. di Torino, 22 gennaio lOCJ.")). 
(***) Journal do Math., 1885, pag. 335. 
(***♦) Per la definizione di serie caratteristica vedi il n." 5 della presente Memoria. 
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r*) T«J( ìe No» -isì si^. Picu» «>1 EvKSQcss iaacnt* «si C— ffra raiAa 4el 10 ^la- 

aiÌKaMefa» l« Mix Nou duu A TonM,&ai JfwnM.-a bv t — n Ayf u ^yr a fc'. . . 

(**) [D 9^. Ck.fm^ri]ri> ha ar^sp^t» dìAsuMat* la sak iiMiitiiitn» MOaNata, 
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coll'uso sistematico Sell'equazione differenziale lineare Ey di cui il sig. Picard 
profittò costantemente e in un modo così mirabile, nella sua teoria delle fun- 
zioni algebriche di due variabili, fin da quando stabilì il teorema fondamen- 
tale che a il numero degli integrali distinti di 2." specie, uguaglia il numero 
(t dei loro periodi. »» 

Sinora ho parlato del primo teorema d'AsEL sulle superficie. Ciò perchè, 
considerando il teorema d'ABEL sulle curve di genere >> come esprimente 
una condizione affinchè uu^involuzioìie di gruppi di punti, sia lineare, si pre- 
senta, sopra le superficie irregolari, la questione di u ricercare quand'è che 
tt una data involuzione di gruppi di punti, è regolare, r» 

Il secondo teorema d'ABEL, di cui tratto nella 2.'' parte di questo lavoro, 
afferma appunto che la condizione necessaria e sufficiente perchè un' involu- 
zione di gruppi di punti, data sopra una superficie, sia regolare^ è che le 
somme degl'integrali finiti di Picard, appartenenti alla superficie, nei punti 
di un gruppo del V involuzione ^ rimangano costanti al variare continuo di 
questo gruppo. 

Si deduce, dal 2.° teorema d'AsEL, che sopra una superficie, priva di 
fasci irrazionali^ ogni involuzione di una serie continua è regolare. 

Ma tuttavia la portata del 2.^ teorema d'ABEL ò inferiore alla portata 
del 1.": basta a provarlo il fatto che, sopra una superficie irregolare, è ec- 
cezionale l'esistenza di involuzioni irregolari; mentre vi esistono sempre si* 
stemi completi non lineari, di curve algebriche. 



§ 1. Il primo TEOREMA d'AbEL E ALCUNE SUE APPLICAZIONI. 



1. Un lemma sopra le serie oo* di gruppi di punti appartenenti ad 
una curva algebrica. Per ragioni di chiarezza giova staccare dalla dimostra* 
zione del 1.^ teorema d'ABEL alcune questioni accessorie, che, del resto, sono 
già interessanti di per sé. Di tali questioni intendiamo appunto occuparci in 
questo numero e nel successivo. 

Teorema I. Sopra una curva algebrica (irriducibile) r, si abbia una serie 
algebrica oo* (irriducibile) - di gruppi di v punti, tale che l'insieme degli n 
gruppi di X che passano per un punto x variabile su T {inclusovi il punto x 
contato n volle) j si muova entro una serie lineare {d'ordine nv): allora tutti 
i gruppi di - appartengono ad una medesima serie lineare (d'ordine v). 
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Fi»«Ìamo infatti l'alteozioiie eopra un grU|'|>o <7^'(r, 7, . . . x.) del si- 
attinia 2, 0, detlu u uu integrale abeliano di 1.' specie, apjrartonente a I', 
fortnianio la eumma h it,) -r w fx,i r ■ ■ ■ + u (x,K 

Se cniro alla superficie dì Riuuss r, il punto Xt di G descrive il ciclo 
lineare 9, [lartendu dulia posizione iniziale fissala e ritornandovi, tra gli ii 
gruppi di £ ohe [KisMno \fs r, si produrrà una certa permutazione, à clic, 
lu £^*n(■rale, a circulazJoae avvenuta, il gruppo G »\ sarà mutatti in un .litro 
di tali gruppi. Ha è certo che se x, descrive n ! volte il ciclo 7, dopo uu 
certo numero m di circolazioni a «m essendo un divisore di m!i s'niconlra 
la st^tituzioiic identica, sicché anche la circolazione ri ! a non produrrà al- 
cuna pennutazioue ira i irruppi suddetti. 

Ne deriva che, do[<o tale circolazione, lu somma iMx, i -j- - - - + e f * ) 
sarà aumentata dì una combmazione lineare a CdcfGcìenti interi dei periodi, 
[Ntrcbè sì è prodotta — al più — una permutazione tra i punti x, r, ...x,. 
Se ora il eiclu s si lìeronna con continuila, assumendo una qualunque dello 
Funue ad esso eifuìralenti, l'incremento della somma ii (X,i + ■ ■ ■ + h (x,) |»er 
la circolazione iiW, dovrà variare con continuità j e poiché i coeifioieniì dei 
[>criodì^ che sono le sole quantità variabili durante questa deformazione, deb- 
bono mantenersi interi, si conclude che l'incremento stesso dovrà rimanere 
costante. 

In tal modo ad ogni ciclo ?, che abbia l'origine e il termine in un 
punto Xi del gruppo G , viene associato un incremento della £omma 
H (x,ì -r ■ • - + u (x,>, il quale può bensì dipendere dalla posizione del punto r, 
entro a (?, ma non muta se si sof>tituÌ6ce a ? un ciclo equiv»tente. 

Sì può ora far variare con continuità il gruppo G, a partire dalla po- 
sizione iniziate fìssala e ritornandovi, dì guisa che il punto x,, p. es., 
vada nel posto di uno qualunque dei punti rimanenti x, . . . r. . Conside- 
rando i^opra la superfìcie dì Kieuasn V una famiglia di cidi equivalenti 9, 
definiti in modo ben determinato, p. es. rispetto ai tagli normali, se ne 
rileva che rim-reuiento della somma ti (r,i -(-.■. -p h (t,», associato ad un 
ciclo 3 che passi per x,, e uguale all' incremento associato nd un ciclo q 
che passi per Xftì =2,..., v\ perchè, nella variazione contìnua di G, quel- 
l'incremento non può variare, sempre a cau^a del suo particolar legame coi 
iwriodi. 

Dunque, allorquando un punto dui gruppo (x, X:...x,i traversa ii ! voUe, 
col mc'lusimo cammino, un determinato taglio normale, ritornando alla [lOsi- 
zionc di partcnzii, la sumnui « i.r,) j- . ■ . -u « ix,) subisco un incremento in- 
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dipendente dalla posizione iniziale del gruppo e dalla scelta entro al gruppo 
stesso, del punto che si fa circolare. 

Vediamo ora a quale conclusione più precisa conduca l'ipotesi che l'in- 
sieme dei gruppi di 2 uscenti dal punto variabile su r, si muova entro una 
serie lineare d'ordine n v. 

Rappresentando i gruppi di 1 coi punti di un'altra curva algebrica C, 
verremo ad avere tra r e C una corrispondenza (v, n). Quando il punto' y 
che rappresenta il gruppo (x^ rr, . . . r»), descrive v ! volte un ciclo r, i punti x 
non si permutano tra loro, così che il punto a:,, ad es., descrive un ciclo a, 
ritornando alla posizione di partenza. Se, dunque, a è l'incremento di 
u (.r,) -f . . . -f n[x^) quando Xi descrive il ciclo n ! a, per la stessa circola- 
zione n ! a la somma U dei valori di té nei punti di tutti i gruppi di i, che 
escono da a:,, aumenterà di n a. 

Non può quindi essere a=|=0, perchè altrimenti la somma U non re- 
sterebbe costante per la circolazione n ! a : contrariamente al teorema di 
Abel. 

Si conclude pertanto che la somma u (x^) + • • + w (x») è funzione uni- 
formCj dovunque finita, del punto y ; e quindi che, al variare continuo di y, 
essa rimane costante. In forza della suificienza della condizione data dal teo- 
rema d'AsEL, ciò significa che il gruppo (.r, . . . x^] varia in una serie li- 
neare, e. d. d. 

2. Lemma sulle corrispondenze a valenza zero tra una curva ed una 
superficie. Tra i punti di una curva algebrica F ed i punti di una superficie 
algebrica F, s'immagini una corrispondenza algebrica, che associ ad ogni 
punto 5 di r, tutti i punti di una curva algebrica C di Fj in guisa che, al 
variare del punto |, la C descriva un sistema algebrico ex* (irriducibile) S, 
di grado n o indice v. 

Ogni curva C proverrà da k(^ 1) punti di T; cosi che, al variare di C 
entro ad S, questi k punti descriveranno su T un'involuzione di grado k^ e 
le V curve di S uscenti da un punto di Fj saranno rappresentate su T da un 
gruppo di n' :=zkv punti. Il sistema 1 di questi cv>* gruppi di n punti, sarà 
birazionalmente identico ad F o ad un'involuzione ivi esistente, secondo che 
le V curve di S passanti pel punto generico x di F^ non passano o passano 
di conseguenza per altri punti della superficie, variabili con x. Se il sistema S 
è composto con un'involuzione di grado / (^ 1), per due punti generici di F 

passeranno v = - gruppi di i ; cioè il sistema 1 avrà Tindice v\ 
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Come iiflliirnli) i^stensiotie delle oorricpondenze a valeii7.a /.cru Ira dui 
corvè I*:, possinmo definirò le corrispottrfeme a valenza zero ira una cur^ 
«/ Hiia superfìrle. 

Dnta una coiTÌ8))oiiileii/n, ohe fiiccia passare dai punti di T ai punU 
di F, diremo che essa è a valenza zero, quando le curve C omologhe lì^ 
punii di r, npparlengono ad un medesimo sìslema Imenrej e diremo che ì 
n vnkmza znro la corriejiondenza i inversa della procedeiiteì, rhe fa pns»irl 
dai punii di F a ijukIIì di P, allorquìindo appartengono ad una niedesim 
serie lineare, i s''"PI'' ''' -i omologhi dei punti ili /■'. 

Premesse queste definizioni, passiamo a dimostrare il 

Tkobkha li. Tra uiiit curva P eif una miperfine F u»(i rorn'spoiulenri 
rke sia a vahaza tfro in un sensn, lo ? pure nel senno apposto. 

Supposto infatti che lo (', dì oui sopra, appartengano ad nn medesinl 
sistema lineare ' C|, prendiamo come immngine di F una euperlìeie F isem 
plice o multipta), le cui sezioni iperpinne sicno immai^'ini del i^istema [ C|il 
e diciamo S il sistema degli oo' iperpiani corrispondenti pniiellivamente 
ali» (' del flisleum S. 

Per un punto di /' pascano v iperpiani di S : e poiché la F' non f»_ 
parte dell'inviluppo del sistema S (che altrimenti ogni iperjiiauo di S' 
rherelibc la F in infiniti punti t, f^ì concludo che per ogni punto dello spazi 
passano n iperpiani di .S' ('*>, cioè ette gli oo' gruppi di * iperpiani useeid 
dai punti di /' , appartenRono alla serie lineare, d'ordine », slaccata ent! 
airenle S dai punti dello spazio. E sìi-come il sistema 5 è liirazionalmeml 
identico alla curva F (o ad un'involuzione ivi esistente, se Ì>1), i grupj 
del sistema 1 dovrann-t appartenere nd una medesima serie lineare. 

Suppongasi, viceversa, che i gruppi di i appartengano aJ uua incdesin 
serte lineare <r«-. e si prenda conio immagine della curva P, una curva I 
«semplice o mutlìplay, le cui sezioni iperpianc sieno immagini dei grupj 
di y. . Ai grappi di i Tf rranno a corrispondere proiettivamente :«- iperpia 
Oustitaenli an sìsienia 2', tale ohe per due punii generici di P |uis>eranno • 
iperpiani dd sistema. 



t*) Vc4i »< «3. U 9*U UeoMrn, Smttt curru/nmiatsc Ira i /immA M iuw nwra m 
« MftTN -rrrtr 'titoi •& («fisgCcr! (Menane <!«&» R. Aec. Ji Torinn, {£) t. 7C\ 1W3); «.* i 

t*^ U*tjU oja^ - nri im r che tona stile spesso {salta forme pia o n 
è iurua al sig. Stw VnJi U sm» itintittsmme atU gtnumgtna wfra ku cmIc ■ 
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Si vede, in primo luogo, che il sistema degli oo* iperpiani di 2 uscenti 
da un punto generico di r, è di classe v' (per la solita considerazione di 
Segrr); e, in secondo luogo, che è di classe v' il sistema degli infiniti iper- 
piani di X' che escono da un punto generico dello spazio. Onde, entro ai- 
Tonte 2', il sistema delle varietà oo^ staccate dai singoli punti di i", appar- 
tiene totalmente al sistema lineare di tutte le varietà oo*, di ugual classe^ 
staccate dai singoli punti dello spazio. Tenendo conto del fatto che 2 è bi- 
razionalmente identico alla superficie F (o ad un'involuzione ivi esistente, 
se />!), si conclude che le curve C appartengono ad un medesimo sistema 
lineare. 

Osservazione. Il concetto di valenza nulla e il relativo teorema II, si 
estendono subito alle corrispondenze tra una curva ed una varietà algebrica 
di dimensione qualunque. 

Da tale estensione discende p. e. il 

Corollario. Sopra una varietà algebrica a k dimensioni F, una varietà 
razionale cx>* di Mh-i è sempre contenuta totalmente in un sistema lineare (^*). 

Basta perciò rappresentare le Mk-i coi punti di una curva razionale T; 
osservare che sopra F tutti i gruppi di un ugual numero di punti, apparten- 
gono ad una medesima serie lineare; ed applicare il teorema II esteso. 

3. Il primo teorema d* Ahel sulle superficie. Passiamo ora a dimo- 
strare quello che io ho chiamato il primo teorema d'ABEL sulle superficie. 
Eccone l'enunciato : 

Teorema III. Sieno I^I^.^.Iq gV integrali semplici di i.** specie {tra 
loro indipendenti}^ che appartengono ad una superficie algebrica F ; e sieno 
XiXi, , , Xn i punti comuni a due curve algebriche^ tracciate sulla superficie^ 
e variabili con continuità entro una medesima serie algebrica S: allora, la 
condizione necessaria e sufficiente affinchè questa serie sia contenuta totalmente 
in un sistema lineare^ è che le somme 

hiXi) H + Ih(Xn)j (h— 1,.. , q), 

restino costanti. 

La necessità della condizione è un'ovvia conseguenza dell'ordinario teo- 
rema d'ABEL. Invero, se il dato sistema S appartiene totalmente ad un si- 
stema lineare, gl'infiniti gruppi segati sopra una curva C di S, dalle altre C 



(*) Cfr. Enriques, Un'osservazione relativa alla rappresentazione paramelrica delle 
curve algebriche (Rendiconti di Palermo, 1890). 



del sisfemn, Appartengono nd unn medesima serie lineare; e quindi la somma 
dei valori di un integrale alieliano di 1.* specie difteso sulla C, nei punti di 
uno di 'jiicsti gruppi, resta costantH al variare contìnuo di tal gruppo. Ciò 
accade in particolare della somma dei valori di un integrale h^ perehè que- 
st'integrale di\ luogo sulla C fissata, ad un int«?grale abeliano (ridueibilei. 

Passiamo a sfaliilire la sufficienza della condizione. 

Senza alcuna restrizione possiamo supporre che il ifiistcma S sia tx' (e 
irriducibile). Ne indiclieroino con u l'indice; e, per evitare cGm|iliciizioni di 
forma, supporremo dapprima che Ìl sistema S sia semplice, cioè che le v 
curve C di S uscenti da un punto generico x di F, non passino in conse- 
guenza per altri punti di F, variabili con t. 

Rappresentati birazionalmente gli elementi (curvei di S coi punti di una 
curva algebrica pinna 

su r verremo ad avere al solito -x.' gruppi di > punti (immagini dei gruppi 
di curve C uscenti dai punti di F) costituenti un sistema 2, d'indice )i. Tale 
sistema sarà birazionalmente identico ad F\ onde, detto m un integrale abe- 
liano di 1." specie, appaitenente a I", la somma k (;,l i- ■ ■ - -|- h (;,), relativa 
ai V punti ;,...;, che corrispondono al punto a' di F, si (rnsi'ormerà in un 
intL'grale tìiiito di Picaeo, J, appartenente ad Fi'). 

Sicché, se x assume successivamente le posizioni J*, , x.,..., 
che il gruppo (;,;,...;,) assuma successivamente le posizioni: 



, in modo 



(5.- 



• eM 



11" 



: .1,. 



iV, 



ove snri\ ad es. ^ , = ^ , = ■■■== ;j , £, = ^ , = ■ =;5 1; , , i, denoiand" 
i punti immagini di due C die s'intersechino secondo il gruppo .r, , . ..r„), la 
somma 



risulterà uguale nd 



\'tU\}-\-u {■;} + ■■■ + MI;-;.) , 



J{r,) + J[ir,)-\ \-J{:r„), 



e quindi iper l'ipotesi da cui partiamo) rimarrà costante, al variare continuo 
dei punti | ,, ; ,. 



(*) Questa feconJa considerarione & dovuta al ai^. HuMREdT: Sur quehjues painU de 
la Ihéorie dm cowòes et dea iwfaces algéòii-jaei {Journal de Mntli,, (1), t. X, ÌS94). 
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In virtù dell'ordinario teorema d'AsEL, se ne deduce clic Tinsieme dei 
gruppi di 1 uscenti da due punti variabili su F, varia entro una serie li- 
neare (d'ordine n v). 

Applicando il teorema I, si trae da ciò che gli cc^ gruppi di 3 uscenti 
da un punto fissato di T, appartengono ad una medesima serie lineare; e 
poiché le serie lineari complete che si ottengono a partire da due punti di- 
versi di r, contengono entrambe gli n gruppi di 1 che escono da questi punti, 
esse dovranno coincidere: cioè tutti i gruppi di 1 apparterranno ad una 
medesima serie lineare. 

La corrispondenza tra F e r h perciò a valenza zero, e quindi (teo- 
rema II) le curve C apparterranno ad un medesimo sistema lineare. 

Si è supposto fin qui che il sistema S sia semplice. Se, al contrario, S 
6 composto con un'involuzione di grado /, rappresentando i gruppi di questa 
coi punti di una nuova superficie F\ avremo tra i^, F' una corrispondenza 
(/, 1), che farà passare dal sistema S ad un sistema semplice iS di curve C . 

Dicasi J' un integrale finito di Picard appartenente ad F': mediante la 
sostituzione razionale che lega le coordinate del punto x di F , alle coordi* 
nate del punto x di F, l'integrale J (x) si muta in un integrale di 1.* specie 
J{x)^ che appartiene ad F ed assume lo stesso valore, J (x ), in tutti gli / 
punti X corrispondenti ad x . Sicché l'ipotesi che sieno costanti lo somme 
h{Xi) -{-...-[- 7/4 (Xn), si traduce in ciò: che, dicendo 



X 



, . , i n\ 

s_x \ . . , X YfiXm — - I 



i punti comuni a due curve C , ed J' un integrale qualunque di 1.*^ specie 
ap{)artenente ad F\ la somma / C7, ove si è posto 

rimane costante, al variare continuo delle due C . 

Se ora si fanno variare con continuità le due C , ritornando in fine alle 
posizioni iniziali, e s'indica con a l'incremento di V dopo questa circola- 
zione, sarà la l'incremento corrispondente di IV\ e poiché /a^^O, dovrà 
essere a = 0: cioè la somma Z7 sarà funzione uniforme^ ovunque finita, del 
gruppo (x\ x'o. . . rr'm). 

Si conclude pertanto che Z7 = cost., e quindi, pel ragionamento prece- 
dente, che le curve C appartengono ad un medesimo sistema lineare 1 C |. 

Ne deriva che le G appartengono al sistema lineare trasformato di \ C |. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. 9 
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Osservazione. In particolare, quando la F sia priva di integrali finiti di 
Picard, la condizione richiesta dal teorema III è senz'altro soddisfatta, e si 
ha il triorema di Humbert (*) : 

Sopra una superficie priva di integrali finiti di Picard, ogni sistema 
algebrico [irriducibile) di curve algebriche, è contenuto totalmente in un si' 
sterna lineare. 

4. Un legame trascendente fra tre curve di un medesimo sistema con- 
tifino. Al teorema d'ÀBEL ora dimostrato, si posson dare altre forme, che lo 
rendono più espressivo e più utile. Una di queste forme si ottiene mediante 
Tapplicazione del seguente 

Teorema IV. Sieno C, C, C,, tre curve algebriche di un medesimo si- 
stema continuo S, appartenente ad una superficie F, Allora^ se le C, C, 
restano fìsse e la C varia con continuità entro al sistema, la differenza tra 
le somme dei valori di un integrale di 1.^ specie nei punti dei gruppi (CC, ^, 
iC Ct) (**), si mantiene costante. 

Supposto, com'è lecito, che il sistema S sia cx>* (irriducibile), di grado n 
e indice v, ricorriamo alla solita rappresentazione delle curve di S coi punti 

della curva piana I\ Detti (rri a*, . . . r„) i punti del gruppo {C C,), (rt x^ . > - Xn) 
i punti del gruppo {C C^)^ ed 7 un integrale qualunque di 1.* specie, appar- 
tenente ad F^ formiamo l'espressione 

I(Xy) -f-/(.r,) + .. . ^-I(Xn) --IiX,) — l(x,) 1{T^). 

Al variare della sola curva (7, questa differenza risulta evidentemente 
uguale al valore di un certo integrale abeliano (di 1.^' specie) della curvar, 
nel punto | che corrisponde a C; onde avremo: 

I{X^) + liX,) H h I{Xn)—I{X,) I(x~n)= { j. 

= Ài Wi (OH h >-T th (^) + À, 

ove «1, Wj,..., t<:r sono i t: integrali normali di 1." specie appartenenti a r, 
e le >. son costanti. 

Facendo circolare ^ in modo che traversi il taglio che corrisponde cil pe- 
riodo 1 di «,, il primo membro aumenta di una combinazione lineare a coef- 
ficienti interi dei periodi di /; mentre il 2.*^ membro aumenta di X,. Sicché >i 



(*) Loc. citato. 
(*^*) Con (C C\) si rappresenta il ^jruppo dei punti comuni alle curve C, C^. 
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risulta uguale ad una combinazione lineare a coefficienti intcMi dei periodi di 7; 
e analoghe espressioni si hanno per X2.../7r. 

Se ora facciamo variare con continuità una delle C, , C?, o entrambe, 
le X variano con continuità; e siccome nelle espressioni delle Àj, /-»,..., /tt 
le sole quantità che a priori risultino dipendenti dalla posizione delle C,, C2, 
sono i coefficienti interi delle combinazioni lineari, si conclude che le /,, 
J.2,.--? ^^ ^^ mantengono costanti (mentre X può effetti vamente variare). 

Sicché l'integrale 

V (;) = X, u, (;) + h ''•TT u^ (l\ 

risulta indipendente dalla posizione delle C, , C. entro al sistema ^\ 

Facendo tendere con continuità la curva C\ alla C, , e tenendo fissa la 

C, il gruppo (Ti ^2 . . . Xti) tenderà ad (Ti rCo . . . Xn)\ sicché, per un'opportuna 
scelta del cammino che porta C? in Ci, il l.'' membro della relaziono (1) ten- 
derà a zero, mentre nel 2,*' membro varierà soltanto À, tendendo ad un certo 
limite /q. 

Al limite avremo dunque: 

/., Wi (;) + h /-TT Wtt (I) + >'o = 0. 

E poiché tale relazione vale per qualunque posizione della curva C entro 
ad 5, cioè per qualunque posizione del punto l sulla T, e d'altra parte gli 
integrali w,i/2...W:r sono linearmente indipendenti, si conclude che le X son 
tutte nulle. La (lì riducesi perciò alla 

la quale dimostra il teorema. 

5. Una seconda forma del teorema d'Abel. Avendosi sopra una su* 
perficie F un sistema continuo di curve C, per serie caratteristica di una 
curva generica del sistema, s'intende la serie lineare di gruppi di punti se^ 
gati sulla curva fissata, dalle C che sono infinitamente prossime ad essai*). 
Chiameremo, per brevità, somme caratteristiche relative ad una C del 
sistema 5, le somme dei valori assunti dagli intcjgrali di 1.*^ specie Ty]., , .Iq^ 
appartenenti ad F^ nei punti di un gruppo caratteristico di C Tali somme 
risultano definite a meno di multipli dei periodi. 



{*) Vedi la mia Nota, Osservazioni stri sistemi coiitinui di curve appartenenti ad ima 
superficie altjehriea (Atti della R. A ce. di Torino, 1901). 
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Orbene, mediante la proposizione del numero precedente, il teorema di 
Abel (n." 3) si trasforma nel modo seguente: 

Teorema V. La condizione necessaria e sufficiente affinchè le curve di un 
sistema continuo tracciato sopra una superjicie algebrica, sieno tra loro equi' 
valenti (cioè appartengano ad un medesimo sistema lineare)^ è che sieno uguali, 
a meno di multipli dei 'periodi, le corrispondenti somme caratteristiche di due 
curve qualunque del sistema. 

La necessità della condizione essendo evidente, occupiamoci di stabilirne 
la sufficienza. 

Se Ci, C2 son due curve del sistema, e (?,, Gg due loro gruppi carat- 
teristici, segando le Ci, Co, una volta con una curva infinitamente prossima 
a Ci, e un'altra volta con una curva infinitamente prossima a Ctj avremo 
(teór. IV): 

ì: G, — li' (C, Ct) = k, 1 (C, C) — ^G^ = k ( modd. periodi), 

uve ^ Gij :^(C, C,),... indicano le somme dei valori assunti da un inte- 
grale I di 1.* specie, nei punti dei gruppi G,, (C, C,),... Sommando membro 
a membro, e ricordando T ipotesi ^C, ^i^C^) si ottiene 2k^0. 

Ora, quando C, tende con continuità a C, , la A;, essendo esprimibile me- 
diante una combinazione lineare a coefficienti interi dei semiperiodi di 7, non 
può variare; e poiché quando (\ coincide con C, si ha Ar^O, dovrà risultare: 

:lG, = i{(\C^)~:ìG,. 

Dunque al variare conf/m/o delle curve (\, C^, rimane costante la ^{(\ d). 
Ciò prova che il sistema S appartiene totalmente ad un sistema lineare (teor. III). 
6. Un criterio di equivalenza per due curve tracciate sopra una su- 
perfide. Prima di passare ad es{)orre una terza forma sotto cui può presen- 
tarsi il primo teorema d'ABEL, dimostreremo una proposizione che può rie- 
scire utile anche in altre circostanze. 

Ecco di cosa si tratta : 

Teorema VI. Se due curve C, , Cg tracciate sopra una superficie F^ se' 
gano gruppi equivalenti sopra le curve A di un fascio irriducibile {razio^ 
naie irrazionale)^ esse sono equivalenti differiscono per curve del fascio. 

Invero i gruppi equivalenti {A C,), (-1 Cg) individuano sopra la curva A 
una serie lineare g),^ che li congiunge. Al variare della A otteniamo una 
semplice infinità di (jueste g),, . I loro gruppi si possono perciò rappresentare 
coi punti di una nuova superficie 1>, la quale verrà a contenere un fascio i' 
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di curve razinnali A , immnginì delle singole gl„ . T gruppi segnali sulle 
Ci, C, dalle curve A del fascio dato 1, verranno rappresentate dai punti di 
due curve C ,, C ., uuisecanti le A'. 

Si può ora costruire in infiniti modi (p. e, aggiungendo ad una delle 
unisecantì note, un gruppo conveniente di curve A') una terza unisecnnle , 
che non contenga come parte né Ci uè fi. 

Mediante la corrispondenza (I, m) che si ha tra 'I' ud F, alla D cor- 
rispondo su F una curva D, secante ciascuna A ifuori degli eventuali punti 
base) in un gruppo della relativa yl,, ; sicché mediante le terne di gtuppi 
segati dalle tre curve C,, I"., D aopra due qualunque .4, resta individuata 
una proiettività tra le relative g'„ . 

Fissato un gruppo di una g',„, gl'infiniti gruppi delle altre, omologhi al 
gruppo fissato nelle suddette proiettività, riempiono una curva L, che, al va- 
riare del gruppo entro la propria g],, , descrive un fascio lineare \L\, le cui 
curve segnano sulle .4 (fuori dei punti basel i gruppi delle g',„ . Al fa- 
scio I Lì appartengono come curve parziali o totali le <\, C,, D] ed ^ chiaro 
che la ditlerenza tra \ L\ ed una di queste curve non può che equivalere, ad 
un insieme di curve A. 

Si conclude che le (',, ( ', sono equivalenti o difieriscono per curve del fascio. 

OssEKVizrosE. Se il fascio dato è lineare e le curve f", , (j san dello 
stesso ordine, la seconda alternativa dell' emme tato è eridentemente impossìbile. 
7. La terza forma del teorema d'Abel. Premesso il teor. VI, consi- 
deriamo ancora su F u» sistema algebrico oo' S (non composto con un'in- 
voluzione) di curve C, e (come al n.° 3) rappresentiamo le C coi punti di 
una curva piana P, conservando le stesse notazioni del n." 3. 

I gruppi di V curve (' uscenti dal punto x variabile sopra una curva ir- 
riducibile A delia F, son rappresentati su r da una oo' irriducibile, T, di 
gruppi [■,^,...^\i. 

Diciamo [x, a-, . . . x,„] il gruppo dei punti segati sulla A dalla curva C va- 
riabile entro ad S. 

Poiché la somma dei valori di un integrale abelìann di 1." specie u 
della r, nei punti del gruppo (;i...5,), corrispondente al punto x dì A, k 
uguale (come abbiamo osservato al n." 3l al valore assunto in a- da un cerio 
integrale J, di I.' specie, appartenente ad F\ se si ammette che la somma 
dei valori assunti da un integrale finito della i-' nei punti t, , Tj,..., Xm, s' 
mantenga costante al variare continuo del gru]»po (/M) (cioè al variare con- 
tinuo della 0'), riprendendo il ragionamento del n." 3, si perviene alla con- 
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clusione che la somma dei valori assunti da u nei punti dei gruppi di T, che 
passano per un punto di r, resta costante al variare continuo di questo punto. 

Ciò significa (in virtù dell'ordinario teorema d'AuEL), che l'insieme dei 
gruppi di T uscenti da un jjunto ; variabile su V (compresovi il punto l 
contato m volte\ varia entro una serie lineare (d'ordine m v). 

Applicando il teor. I si conclude che i gruppi di T appartengono ad 
una medesima serie lineare, cioè che la corrispondenza (w;, y) tra i punti 
di A ed i punti di F, è a valenza zero in un senso, e quindi (teor. II) anche 
nell'altro. Dunque i gruppi segnati su A dalle curve (\ appartengono ad una 
medesima serie lineare. 

La stessa conclusione vale quando il sistema S sia composto con un'in- 
voluzione di grado /. Rappresentando i gruppi dell'involuzione coi punti di 
una nuova superficie F\ se la A non appartiene, neanche parzialmente, al- 
l'involuzione, se cioè gli / — 1 coniugati di un punto generico di J, sono 
tutti esterni alla curva stesvsa, la curva A à\ F' corrispondente ad J, sarà 
segata precisamente in m punti dalle curve C immagini delle C; e la somma 
dei valori di un integrale di 1.^ specie J', relativo ad F\ nei punti di un 
gruppo (C A')^ risultando uguale alla somma dei valori dell'integrale trasfor- 
mato J, nei punti del gruppo omologo (6M), resterà costante al variare con- 
tinuo di (y . Poiché il sistema delle 0' è semplice, si conclude che i gruppi 
(C A), e quindi i gruppi (^>-4), appartengono ad una medesima serie lineare. 

Se poi A appartiene all' involuzione (parzialmente o totalmente), si appli- 
cheranno a questo caso le considerazioni colle quali si chiude il n.^ 3, e si 
concluderà ancora come sopra. 

Supponendo ora che la curva A sia variabile entro un fascio lineare | A |, 
si vede in primo luogo, che i gruppi segati da due diverse A sopra una (' 
sono equivalenti, e quindi che un integrale qualunque di 1." specie apparte- 
nente ad F^ dà in quei gruppi le stesse somme (a meno di multipli dei 
periodi). 

Se dunque le somme cui danno luogo gl'integrali di 1.* specie della F 
in un gruppo (C -4), rimangono costanti al variare continuo della C, quando 
la A ha una posizione fissata entro al fascio, lo stesso accadrà per ogni altra 
posizione della A\ e quindi le C segheranno gruppi equivalenti sulle curve 
di |^|: donde segue (numero precedente, Oss.) che il sistema S è contenuto 
totalmente in un sistema lineare. 

Viceversa, partendo da quest'ultima ipotesi, si vede subito che le somme 
degl'integrali di 1.* specie nei punti di un gruppo {C A)^ rimangono costanti 
al variare continuo delle curve C, A, Arriviamo posi al 
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Teorema VII. La condizione necessaria e sufficiente affinchè un sistema 
continuo di curve algebriche (\ appartenente ad una superficie F^ sia conte- 
nulo totalmente entro un sistema lineare^ è che la somma dei valori di ogni 
integrale semplice di 1.^ specie della F, nei punti comuni ad una C e ad una 
curva irriducibile .4, fissata entro ad un fascio lineare^ resti costante al va- 
riare continuo della C. 

8. Determinazione del numero degli integrali di Picard della 1.^ (e 
della 2,^) specie appartenenti ad una superficie algebrica. Come applicazione 
notevolissima del primo teorema (Ì'Abel, possiamo determinare i numeri degli 
integrali di Picard delle prime due specie, che appartengono ad una super- 
ficie Fj di generi pgj pa, 

A tal uopo prendiamo su F un sistema algebrico completo jC{, di dimen- 
sione pg —paj la cui curva generica sia isolata. In base al teorema di En- 
riques, che afferma la completezza della serie caratteristica di un sistema al- 
gebrico completo (•), possiamo ottenere un sistema soddisfacente alle condi- 
zioni richieste, imponendo d punti base generici ad un sistema algebrico re- 
golare cx^+P^-P', cioè ad un sistema la cui curva generica individui un sistema 
lineare regolare oo*^. 

Fissiamo su F un fascio lineare irriducibile | ^ | e consideriamo le somme 
^1, c«,.-> ^q (definite a meno di multipli dei periodi), cui danno luogo gl'in- 
tegrali di 1.* specie /,, /*,..., Tq appartenenti ad F, nel gruppo (C A)^ co- 
mune ad una A fissata e ad una C variabile entro al dato sistema. 

Vogliamo provare anzitutto che non possono esservi infinite C che dieno 
le stesse somme di una C^ generica. Consideriamo perciò entro a j C | , un si- 
stema algebrico (irriducibile) cx>*, S, che contenga C^-^ e rappresentiamo al 
solito le curve di *S coi punti di una curva piana T; così che il gruppo delle y 
curve di S che escono dal punto x variabile su Aj venga rappresentato da un 
gruppo di > punti (;, !« . . . 1^) di T, variabile entro un sistema oo* T. 

Tenendo sempre conto del fatto che la somma dei valori assunti da un 
integrale qualunque di 1." specie della r, nei punti del gruppo (;il, ...4v), è 
uguale al valore assunto nel punto r, da un integrale di 1.* specie della su- 
perficie Fj si vede che, se le curve C^j C^ del sistema .s", danno luogo agli 



(♦) Enriques, Sulla proimcià caratteristica delle superficie algebriche irregolari (Rend. 
della R. Acc. di Bologna, deceinbro 1001). — Por un'altra dimostrazione del teorema di 
Enriques, ved. la mia Nota, Intorno alla costruzione dei sistemi completi non lineari . . . 
(Rendiconti di Palermo, 1005.) 
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^ruvv i- 7" ub*:*'!:'-: ik ul '.'Uii. i r -«'.'ir.- -r-rvii i.>:-. rt ..•r:; :«:':iTir€' tì 

: K-*'w;.*V- e: 7" {•.li-. tc-^vt^^'i: :*-:ir. I . -e .iiL h: v.::. :.„:* Ttm. ; rrsi-ii 

U-*. 'j:^'yinlA .lt%Jtr> >?:;».•. VII M); t^; ì*^t^ *s^..v:*r?\ :•«-: Tt^c-es: co* j 

E^^tT^ -Ìl-w^ ;.c«K;:i*:j^ b.^'j^iv. . z: t^t».. -r .^r-i: ^rur-: &i 5 bw 

O'iL. parU ;:.£rJu 'W^jì, T. :t! tr^/r. VII. ioTreh^-r e?re? e:^i:tu:tt <Li 

5f*rf.'Try;* à; , ^' éi;i VjJiU, Si'i'rt*: Ia T r.or :'v::à conrerer»^ ÌL^nià riemerti- 

Si 'rot^ii'i^ p^rjif.ro ch^. «/ tarpan d^tWi C f»?^o 'i:* ^i^iema '* , 'V 

^/rmm^ r,. '?«.--, ^f a^iumf/no 'x^^^P* yruppi distinti di ralori. Ciò rorta di 

Iri'ii^'.^tifìh Cfjh r \\ {.amarro ''l*r^li \i\Xih2t^u\ àistirri «ii 2 ^ specie appar- 

r^2q, (3. 

t-jitat', M 'ìhA*t 6'«#frv;iri'lo f'\\f: i 2 '^z inte^^rali <li v.^ sp^rf'ie aventi per per[o«H 
l*: \»iì.tù fruii ♦: l*r parti Uumivj^ìuiinfz <Iei perio'ii 'ii /. , /f...., /<j? ^'"'RO tra 
loro 'lifltifiti /•*>. L': di.'iU^j'ua^lianz^ (1 , '2 , «3 non po5fsono coesi:?tere, >e 

(*; 'Jl'f. U rrii;* N'oU TÌUti, .Vi/Ar in^tfuf'*:ùì alijnhi'irh** f:l>e liOUt^jtjhn*^ iiiU'ijrali di Pi- 

(•*) V'*j'li .*'J 'M. 1.4 mia N''jt;i^ v^///« difp:i'':iiza tra i nuniey-i d»^ijii ittetjraU di Pl- 
n\u.u . . . , fi.' 3. 
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non essendo 

9 =Pg —Va , r = 2 {pg — pah 

Si perviene così al 

Teorema VITI. Una superficie algebrica di generi pg, pa possiede pg — p^ 
integrali di Picard della 1.^ specie, e 2{pp — pa) integrali di Picard della 
2,^ specie (*). 

9. Alcuni corollari geometrici dei teoremi precedenti. 

a) Una conseguenza immediata del teor. VII, che per quanto con- 
tenga assai meno di questo teorema, giova tuttavia rilevare per la sua forma 
geometrica, è la seguente : 

Se sopra una superficie F le curve di un sistema continuo S segano gruppi 
equivalenti sopra una curva irriducibile, lu quale individui un sistema lineare 
almeno ex*, il sistema S sarà contenuto totalmente in un sistema lineare. 

Questa proposizione ha una certa analogia col teor. VI ; ma mentre nel 
caso attuale, trattandosi di curve C di un sistema continuo, basta soltanto 
verificare l'equivalenza dei gruppi segati dalle C sopra una curva irriducibile 
di un sistema lineare infinito ; nel caso trattato al n.'* 6 occorreva verificare 
l'equivalenza dei gruppi segati dalle due date curve C, , r',, sulle curve di 
tatto un fascio. 

b) Il teor. II può pure enunciarsi sotto la forma seguente : 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè un sistema algebrico oo^, S, 
di curve ^' tracciate sopra una superficie Fj sia contenuto totalmente in un 
sistema lineare, è che entro all'ente S, appartengano ad una medesima serie 
lineare i gruppi di curve C uscenti dai punti di F. 

e) Dato sulla superficie F un sistema algebrico ce*, N, di curve C, di- 
cansi C, , Cg,..., C^ le v curve di N uscenti dal punto x di F^ e suppongasi 
che, variando a*, la curva composta C, -f C. + • ■ • + ^'y varii entro un si- 
stema lineare. 

Presa su F una curva irriducibile A^ si consideri il sistema ce*, Uj di 
gruppi di punti, segato su A dalle C. Quando x si muove sulla .4, l'insieme 
dei V gruppi di U che passano pel punto x, si muove nella serie lineare se- 
gata su A dal sistema I C'i + ^t + • • * + ^»|; onde (teor. I) i gruppi di U 
apparterranno ad una medesima serie lineare. 



w 

e*) Por le citazioni rolative a questo teorema, ve^^^asi riiitroduzioiie al presento 
lavoro. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. 10 



74 Severi: Il teorema (TAbel 



Supponendo che A sia una curva di un sistema lineare infinito, mediante 
l'applicazione del Corollario a), si giunge al teorema : 

Se sopra una superficie F si ha vn sistema algebrico cx>*, >', di curve C, 
tale che la curva composta dalle v C che escono da un punto variabile su F^ 
si muova entro un sistema lineare^ allora il sistema N stesso e contenuto 
totalmente in un sistema lineare {*). 



§ 2. Il secondo teorema d'Abel 

E LA SUA applicazione ALLE SERIE CONTINUE DI INVOLUZIONI. 



1. Involuzioni sopra una superficie algebrica. — Il secondo teorema 
d'Abel sulla superficie. Sopra una superficie algebrica -F, una serie algebrica os^^^ 
di gruppi di n punti, tale che r punti generici di F appartengano ad un sol 
gruppo, si dirà un^ involuzione di grado n e specie 2 r. Una tale involuzione 
si riguarderà come regolare^ quando la varietà F,^ i cui punti rappresentano 
i gruppi deirinvoluzione, è regolare, cioè priva di integrali finiti di differen- 
ziali totali. 

Un particolare interesse offre lo studio delle involuzioni doppiamente infinite, 
le quali si chiamano semplicemente involuzioni^ sottintendendo u di specie 2 n. 
Una tale involuzione si rappresenta coi punti di una superficie, ed è noto (**) 
che la regolarità delia superficie immagine si può pure esprimere geometri- 
camente coH'uguaglianza dei generi, aritmetico e geometrico, od anche col 
fatto che la superficie è priva di sistemi completi di curve, non lineari. 

In opposizione alle involuzioni regolari delle varie specie, si parlerà di 
involuzioni irregolari. 

Ciò premesso, il secondo teorema d'Abel si enuncia come appresso : 

Teorema IX. Se lil^.. .Iq son gV integrali semplici di 1.^ specie, tra 
loro indipendenti y che appartengono ad una superficie Fj la condizione ne* 
cessaria e sufficiente affinchè un^ involuzione di grado n {e specie qualsiasi) 
data sulla Fj sia regolare^ è che la somma dei valori assunti da ciascuno 



(*) [Di questo teorema ha profittatoci! sig. Castelnuovo a pag. 656 della sua Nota 
lincea citata] (9 agosto 1905). 

(**) Cfr. coli' introduzione al presente lavoro. 
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dei suddetti integrali^ nei punti di un gruppo delV involuzione^ resti costante 
al variare continuo di questo gruppo. 

La necessità della condizione si stabilisce in modo immediato. Infatti 
rappresentando i gruppi dell'involuzione coi punti della varietà F, le somme 
suddette risultano integrali di differenziali totali della F, e poiché, per ipo- 
tesi, questa varietà è priva di tali integrali finiti (trascendenti), ne deriva che 
le somme stesse riduconsi a costanti (*). 

Supposto, viceversa, che si abbia : 

\Ih(xi)=Ch (A;==l, 2,..., q), (1) 



ove le Ch non mutano variando con continuità il gruppo (.ri r^ . . . r„) entro 
alla data involuzione y, si rappresentino ancora i gruppi della -/ coi punti di 
una varietà* V^r . 

Le oo*^^-*J involuzioni di 2.'* specie, ciascuna delle quali si ottiene con- 
siderando i gruppi della y dei quali fanno parte r — 1 punti fissati su ì\ 
hanno per immagini su F le superficie <1> di un sistema algebrico 2, di di- 
mensione 2 (r — 1). 

Un integrale di differenziale totale J, che resti finito in ogni punto di F, 
considerato come funzione di un punto ; scorrente sopra una <I>, dà luogo ivi 
ad un integrale semplice di 1.^ specie; e poiché il punto ; è funzione ra- 
zionale del punto x variabile su h\ mediante la corrispondenza (1, n — r -f- 1), 
che passa tra * ed L\ l'integrale J si muta in un integrale 7 di 1." specie, 
che appartiene ad F e che assume il valore J(|) in ciascuno degli n — r -f 1 
punti di F corrispondenti a ;. 

Ma dall'ipotesi (1) segue che la somma dei valori di 1 in questi 
n — r -(- 1 punti, si conserva costante al variare continuo del punto di <b\ 
dunque l'integrale (n — r -\- Ì)J{1) si conserva costante al variare continuo 
di |. Ne seguo che dovrà esser nullo il valore di J lungo un ciclo lineare 
qualsiasi di <P, e quindi l'integrale J di F dovrà esser costante sopra ogni 
superficie di 2. 

Da ciò si trae facilmente che J è costante su tutta la F, Invero, se 4>i, 



(*) Pel caso di nif involuzi«)ne razionai.'^ costituita dai irruppi comuni allo coppie di 
Curvo di un sistema lineare, la necessità della condizione enunciata trovasi in Poincaré 
(Sur Ics intéf/rales do dif/creniìellcs totales, Comptos rendus, dee. 1881). Vedi pure l'altra 
Nota, Sur um fjènèralisalion du thèoròmo d*Abel (Comptes rendus, janvier 1885). 



76 Severi: Il teorema d^Abel 



<I>, 8on due superficie di 1 passanti pei punti |i, l^ di F, e se inoltre ^ è un 
punto comune alle due superficie, sarà : 

Se le due superficie non s'incontrano, come accadrà per posizioni gene- 
riche dei punti ;, , f?, diciamo (ir', x\ . . . a?V-i), {x'\ x"^ . . . ^r'V-i) i punti fissi 
rispettivi degli ce* gi'uppi di y rappresentati dalle <I»i, *2, e prendiamo a 
considerare le superficie *', <!*',..., ***-• immagini dei gruppi di y che pas- 
sano rispettivamente pei punti fissi : 

X ^x^%%,x^~\]^ \X |X {X3«*.irip-.|),**., \X \ X ^ , • , X f—f X f— {)• 

Le superficie Oi, *', <l>",..., *^^^, *2 son evidentemente tali che ciascuna 
incontra la successiva, onde troveremo ancora J{ii) = J(^i). 

Si conclude pertanto che ogni integrale finito di differenziale totale, ap- 
partenente a F, riducesi ad una costante; cioè che la F è regolare, e. d. d. 

Osservazione. In particolare si ha che è regolare ogni involuzione esi^ 
stente sopra una superficie regolare^ il che del resto si stabilisce anche con 
un noto ragionamento geometrico (*). 

2. Sulle serie continue di involuzioni appartenenti ad una superficie 
algebrica. Giovandosi del teorema stabilito nel numero precedente, si può di- 
mostrare la proposizione che segue : 

Teorema X. Se sopra una superficie algebrica esiste un^infinità continua 
di involuzioni irregolari {doppiamente infinite)^ esse risultano composte con 
un medesimo fascio irrazionale di curve. 

Prima di esporre la dimostrazione, precisiamo che cosa deve intendersi 
per involuzione composta con un fascio. 

Avendosi sopra una superficie un'involuzione cc-y, di grado n, ed un 
fascio r di curve algebriche C, privo di parti fisse, si dirà che la y è composta 
col fascio, quando ogni curva C appartiene totalmente all'involuzione; cioè 
quando ogni C che passi per un punto x della superficie, passa in conseguenza 
per tutto il gruppo di y, individuato da x. 

Se le curve C sono irriducibili, è ben chiaro che la y si genera come 
luogo di un'involuzione ex* staccata razionalmente sulla C variabile; se la C 



(*) Cfr. Castklnuovo, SulUi razionalità delle incolnzioni piane (Matliomatischo Aiir 
nalen, Bd. 14, 1804); n.'^ 10. 
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generica è riducibile, dicendo D^Df. . .Dt le sue parti irriducibili — neces- 
sariamente variabili in un fascio di curve D — sopra le Di D^. . . Dt la / 

'M. 

subordinerà altrettante involuzioni ce* di grado --> riferite biunivocamente 

tra loro : onde anche in tal caso risulta chiara la genesi della y. 

Tornando ora alla nostra superfìcie F, contenente un'infinità continua di 
involuzioni irregolari y, osserviamo anzitutto che, senza alcuna restrizione es- 
senziale, si può supporre che quest'infinità sia semplice e algebrica, in guisa 
da poterne riferire gli elementi (involuzioni) ai punti di una curva algebrica 
irriducibile 9. 

Detti Iilt,..lq ì q integrali indipendenti di 1.* specie, appartenenti 
ad F, si consideri la somma Ik (:r,) -f • • • + 7* (Xn), (A: = 1 ,..., g), estesa ai 
punti del gruppo (r, a-, . . . Xn) variabile entro ad una delle involuzioni y. 
Questa somma risulta uguale al valore assunto nel punto x^ da un certo in- 
tegrale J, di 1.* specie, appartenente ad F] e poiché, quando r, si porta 
in Xiy la somma non s'altera che di multipli dei periodi, si conclude che 
J{x) assume lo stesso valore in ciascun punto del gruppo (r, r, . . . Tm)- 

Ciò posto, si esprima J come combinazione lineare degl'integrali 7, me- 
diante la formola : 

J = ^^ It -\- ' • -{- ^q Iq -jr ?m 

ove le X Xi . . . Iq son 3 + 1 costanti relative all'involuzione ; e si osservi che, 
al variare continuo dell'involuzione, le /iXg.../g (ma non già /.) risultano 
funzioni razionali del punto ; scorrente sulla e, perchè il gruppo {Xi t, . . . Xn) 
dipende razionalmente da ar, e da |, e quindi i coefficienti dei dififerenziali 
delle variabili indipendenti nell'integrale J, risultano funzioni razionali di x^ 
e di ;. 

Ma per l'indipendenza lineare di li..,Iq^ le X, . . . >g non posson mai 
divenire infinite (*): dunque esse rimarranno costanti al variare dell'involu- 
zione 7. L'integrale 

K = /i i| -f" • • • "T' Xg Iq , 



(♦) Se infatti noli' intorno <lel punto ;,) di 9, lo sviluppo in serio di Lauuknt ilella 
funzione X» contenesse il termino — ---,-7- (5 ^ 1), affinchè restasse finita la somma 

Xi /i + . • . + X7 ^5 , dovrebbe risultare a, /^ -}-... + a^ Iq — 0; contro l'ipotesi che j^Fin- 
tog^rali I^, ,.Iq sieno indipendenti. 
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risulta così indipendente dall'involuzione considerata, e, in virtù della rela- 
zione che lo lega a </, assume lo stesso valore nei punti di un gruppo ap- 
partenente ad una y qualsiasi. 

Fissiamo ora l'attenzione sugi' infiniti gruppi delle y che passano per un 
punto generico x di Fy e diciamo C^ la curva (algebrica) luogo di tali gruppi. 
Se, al variare di a*, le curve C^ che si ottengono, si segano a due a due iu 
un punto almeno, poiché l'integrale K è evidentemente costante sopra ogni C^, 
avremo, su tutta la Fj K=cost. Onde l'integrale J, relativo ad una y fis- 
sata, si ridurrà pure ad una costante, cioè la y sarà regolare (teor. IX): contro 
il supposto. 

Bisognerà dunque che due C^ qualunque non si taglino. Ora, se la C^ 
generica è irriducibile, il sistema di tutte le C^ sarà un fascio r (senza punti 
base) e ognuna delle y risulterà composta con questo fascio. Di più l'invo- 
luzione di grado n subordinata da una / sopra una C^^ appartenendo ad una 
infinità continua, per un noto teorema (*), sarà lineare; onde la superficie rap- 
presentativa della 7 conterrà un fascio di curve razionali, e sarà perciò ri- 
feribile ad una rigata (*'), avente i moduli indipendenti dall'involuzione con- 
siderata. Inoltre il fascio r sarà irrazionale, perchè altrimenti ogni y risulte- 
rebbe razionale e quindi regolare. 

In conclusione le y vengono generate intersecando le curve di un fascio 
irrazionale, colle curve di un fascio lineare, variabile in un sistema continuo. 

Senza difficoltè, si presenta pure la discussione del caso in cui la curva C^ 
generica si spezza in t curve Di, /).,..., Z)|, variabili certamente in un fascio A, 
senza punti base, perchè due 6"^. non si tagliano. 

La curva D di A, uscente da un punto x di F, conterrà punti di 

ciascuno di quei gruppi delle 7, di cui fa parte il punto x] cosicché le C^ 
risulteranno composte mediante i gruppi di un'involuzione di grado t del fa- 
scio A. 

Ora, se h > f, le infinite involuzioni subordinate dalle y sopra una D, 
dovranno essere lineari, e quindi le y si potranno generare intersecando le 



(♦) Cfr. Castelnuovo, Sidla linearità delle involuzioni }mi volte infinite appartenenti 
ad una curva algebrica (Atti (lolla R. Acc. di Torino, 1803); IIumbert (Oomptcs ren- 
(ius, 1803) Sur qwjl'jues propriètés des courbes , , . (Journal de Math. 180 1). 

(**) Enriques, Sopra le superficie algebriche che contengono un fascio di curve razionali 
(Math. Annalón, Bd. 52). 
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curve composte dai gruppi di un'involuzione (irrazionale^ fissata entro al fa- 
scio A, colle curve di un fascio lineare variabile. 

Se invece n := f, tra due curve D costituenti una parte di una G^, si 
vengono ad avere infinite corrispondenze birazionali, onde ciascuna D sarà 
razionale o ellittica. Sicché in tal caso le y risulteranno composto con un fa- 
scio irrazionale, la cui curva generica si spezza in n curve razionali o el- 
litiche. 

Il teorema è così completamente dimostrato. 

Osservazione. Il teor. X si può pure enunciare sotto la forma seguente: 

Sopra una superficie algebrica^ priva di fasci irrazionali, ogni involu- 
zione d'una serie continua è regolare. 

Si noti l'analogia tra questa proposizione e quella dei sigg. Humbert e 
Castelnuovo, che afferma l'impossibilità dell'esistenza di una serie continua 
di involuzioni (oo*) irrazionali, sopra una curva algebrica qualunque. 

l\irm;v, 30 aprilo ll)Or>. 



Sugl'integrali primi 

dell'equazioni del moto d'un corpo pesante 

intorno a un punto fisso. 

(Di Pietro Borqatti, a lìoma.) 



La 



ricerca degli integrali primi 

/■(p, q, r, a, i, e) = 



( p, y, r componenti della rotazione rispetto agli assi fisai; a^ h, e. coseni degli 
angoli di questi assi con la verticale) per il problema che ci occupa, dipende 
da una equazione differenziale lineare del primo ordine con sei vnrinliilì in- 
dipendenti, ta cui integrazione presenta difiìcoltà insuperabili; onde ò neces- 
sario, per avanzare di qualche poco, introdurre dello i[iotefii atte a semplifi- 
care la questione, e riguardanti la forma di f. 

Il sig. R. LiocviLLE, in una Memoria pubblicata ne) tomo XX di Actu 
Mathematica, espose alcune ricerche riguardanti la determinazione dei casi in 
cui esiste un quarto integrale |>riino algebrico. Supponendo, per un teorema di 
PoiscARÉ, ehe l'ellissoide d'inerzia sia di rotazione, egli ha trovato che esiste 
l'integrale in parola quando il centro di gravità è nel piano equatoriale, e 

A ^^ B=^ - [n intero) ; 

V. In questi casi soltanto. Però tale integrale, per n diverso da 1 e da 2, non 
è stato trovato ancoia. 

Io mi sono proposto una ricerca non molto diversa negli scopi da quella 
di Liouvtlle; da un lato però assai più particolare, in quanto considera eo- 
himentij integrali die non contengono tuiti e sei gli argomenti ;», q, r, a, h, e; 
dall'altra piii generale, perchè non si limita agli integrali algebrici, ma con- 
sidera integrali qualunque, e lascia arbitraria la posizione del centro di gra- 
vità e le costanti A-, B, C dell'ellissoide d'inerzia. Benché questa ricerca non 
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in*abbta condotto aIU scoperln di nuovi casi d'Integrazione, ho creduto tut- 
taria olile di renderìa nota al [mbblico mfttemntico : prima, perclit eompendiii 
h) im'anaits) unica, sistematica o non priva d'eleganza i casi di completa in- 
te^nuiooe finora conosciuti ; poi perchè, fra tutti gli integrali primi, quelli 
die dipendono da cinque al più degU argomenti p^ g, r, a, h. e sono i soli, 
'dopo gli algebrici, cbe oQ'rono mezzo di sfuggire le difficoltà grovissimc ohe 
b ricerca generale presenta. 



CAPITOLO I. 



1. Le equazioni dìfTerenziati di-l molo del corpo pesante intomo al punto 
fisso, supponendo per ora il centro di gravità nel piano (j,, y,) l*|, sono 

da 



do B- C 



^c 



db 



dr A~B . B ., A 



qa ~ p b 



ove ; e j; sono proporzionali alle coordinate del centro di gravità, e le altre 
lettere hanno il significato ben noto. 

Proponiamoci la ricerca degli integrali primi della forma 

/"(p, q, f, a. A) =co8t., 

elie non contengono cioè il e. E chiaro che quella funzione f dei cinque ar- 
gomenti p, g, r, a, h deve soddisfare alle due equazioni: 



B — C df , C—A df , (A-B , B ,, 



ca 






'■w 



va db 

-i'ta + vn-^"- 

(•) Questa restrizioni; sarà pni dimostrata necessaria nell'ultimo [laragrafo. 



dell'equazioni del moto d'un corpo pesante inlorno a un punto fisso. 83 

Operiamo il cambiamento di variabili definito dalle formole : 
Pi = Ìp + yiqy ?! = ?, n=r, ai = 5« — 2$a, 6|=p« — 2)?6, 

nelle quali si dovrà supporre ^ e >? diverse da zero, affinchè il determinante 
funzionale non sia nullo. 

Allora la seconda delle (1) si riduce a 

df 



d qi 



= 0; 



df 



e la prima, dopo aver annullato in essa la ^ — > diventa lineare del 2." grado 

rispetto a fi . Perchè sia soddisfatta dovranno quindi annullarsi le espressioni 
che moltiplicano le varie potenze di q, . Per tal modo si giunge ad ottenere, 
dopo alcune semplificazioni, le equazioni seguenti : 

3{A-B) df 2(C-A)-{-B df 2(g-C) + ^ a/_ \ 

C drt~^ B da,^ A d bi~ ^ 

( B-C ^, C-A Adf A — 2B df . C — A + B df 
\ ^ ^ B " j^P. C ari"*" B 9a, ■*" 

+ £Z_CV=0 \ (2) 

A ohi r \ / 



2^U« "'Jdai as^^aò.-"' 



ove pf=p] e rt = r\. Affinchè l'integrale / esista è necessario e basta che 
questo sistema sia completo. Ma esso è tale certamente, perchè esiste l'inte- 
grale delle forze vive che non dipende da e; per conseguenza altri integrali 
primi della forma cercata non esistono. 

Se si osserva che al sistema (2) si può sostituire il seguente : 

dpt~ ' C dr* aa.~"' C dr% dbt~^' 
si vede subito che l'integrale è 

cioè quello delle forze vive espresso colle nuove variabili. 
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Per completare il cobo che ci occupo, bisogna ora supporre 5 o ); uguale 
a zero Sia ad eBempio ij =^ 0. Operiamo allora sul sistema (1) il cambia- 
mento di variabili seguente: 



pi=}>. 1-='1, *\^=f, rt, ^ 
La seconda della (li diventa ancora 



' — 2Ìa, h, 



= pq-\-ìb. 



La prima invece diventa una espressione del secondo prado rispetto a qr, 
onde, uguagliando a zero le esjiressioni clic multiplicano le diverse potenza 
di ji, si trovano, dopo facile riduzione, le tre equnzioni seguenti: 



^0 









■HB—C) 


— Adf 










SA 


Si. 


A 


Ifì 


B — 


Cdf 


+ ^ 


%Blf 

: In 


G 


l/'l 


-> 


óf 


-.|£ 


+ It^ 



e _ 
-YB-f' 



"Yé.=° 



l3| 



avendo poeto per brevità Pi^p', ''i ^ »'■ . Qui due casi soii da distinguere : 
2(B"C) -^H=0. » 2(B — C)— ^=0. Nel 1.° caso sarà |^=0, e 
il sistema (3) 6Ì riduce facilmente al seguente: 
»f _^ B- 



B 8/ 
C dr. 



= 0> 



B-t;ic if ~Of\_r. 
e \A dp, d'r.J ' 



rlie dà soltanto l'inlegiale dellu forze vive, se B — C = = 0; ma anche l'inte- 
grale /); ^= cost., se B ^ C. Quest'ultimo caso è quello ben noto di Laoramsk, 
Supponiamo ora 2{B — Cf — ^^^0; il sistema (3) si riduce allora alle 
due ultime equazioni. Affinchè esista l'integrale cereato, oltre quello delle forze 
vive, bisognerà elle tale sistema sia completo. Per vedere ciò, formiamoci 
l'equazione K[f?(/"i] — G [E\fì] —0; si trova subito 

IIB- 



} Otti ' 

la quale, non potendo essere una combinnzione lineare delle altre, dovrà an- 
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nullarsi identicamente ; dunque deye essere 

(B-C)(C-A) , B+C-A _^ 
A "^2 ""■ 

Questa condizione unita all'altra 2 (B — C) — ^ :::^ dà 

che è il caso della Eowalevski. Il sistema (B) diventa 

2 dp, ar. "•" 2 ao, "■ 



(4) 



il quale dunque, essendo completo, ammette due soluzioni distinte, di cui una 
uguagliata a costante dà l'integrale delle forze vive. Per trovare subito l'altra, 

basta osservare che facendo in (4) ^-^- = 0, il sistema 

art ^ 

dp, dai 

che ne risulta, è ancora completo. La sua soluzione evidente è 

(a, — />,)* + 4 6,; 

che uguagliata a costante dà il ben noto integrale della Eowalevski. 
Coll'ipotesi $ = 0(*) saremmo giunti agli stessi risultati. 

2. Cerchiamo adesso gl'integrali della forma 

fiPj ?. ^ *) c) = cost. 
cioè quelli che non contengono a. Tale f dovrà essere una soluzione del si- 



(*) Lascioremo da parte il caso d'EuLERo, cioè non supporrei»o mai che sia contea^- 
poraneamente l ~ r^ — Q, 



^^^^^^^8^^^^^^^ Bmrfmttii SmfràUgrtlI primti " 


^P (^^'-')i-;-rs^"^'-)i{- 


1 




■ .,-»„_«,.)|/,,.-_,»|r=o 


1 


(1) ' 


^^ r>i^rii-,u=^ 


, 




di 








^^^^^H Ft=J'. f« = f. '".=»•. 6i = 'r* — 2ft, r, = igr-f-f. 






^^^^^^f La flMoadi eqHuìne dÌTCota ^ =0; e la prims, dopo aver annullato 


^^^P ^ * rìnlu liaeire órì terzo grado in r, ; onde aguagliaodo a zero le 


espres- 


^^^H tknii che nK^ìplicaoo le rane poteoze dì r, , sì ottiene il sistema : 






^^^^^ (Lp, + Jllf,.)^(=0 












^^M ^r.{^p.,.-il^.+f.,.Yd--^o 






^H -|^-l'.|i + |-'V%.»i->^/cM. + '-^)|^- 






^^v 






^^H ore /> è [Tuporzìonale a 2(C^A) — Bt e Ma 2C-\-B. 

^^^M Se C=''=0, deve essere necessariamente 
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Allora il sistema si riduce a 

B~'2 C 



A 



df . IC-A . Ci \df (. 



il quale non ha soluzioni comuni, a meno che non sia ^ = B = C; caso 
questo ben conosciuto. 

Supponiamo ora $=^0. La 1/ equazione è una identità, e la seconda 

si riduce a L ^ = 0. Se è L ='= 0, dovrà essere ^ = ; e in tal caso il 

oc ' Ci ' ': :> 

sistema diventa ; ' '.'. 

B — 2C df , C—A 3/ , „ ,'^ — B + C df ^ 

opi , ^ obi ^ 

il quale è completo, ma conduce soltanto all'integrale delle forze vive. Be 
fosse poi i4 = C, si otterrebbe anche l'integralo q^ = cost. È il caso di La- 

GRANQE. 

Resta dunque a supporre L = 0, cioè 2{C — A) — ^B = 0. Allora il si- 
stema si' riduce alle due equazioni 

B~2 e df . C — Adf . A~B+C df_f. 
A dp,^ B 3j. dbi~^ , 

df df , ( A-B ^ , bi\df _^ 

avendo posto p^ = pi , qt = q\ , e, = cf . Come al paragrafo primo, questo 
sistema è completo se insieme alla relazione 2{C — A) — B = sussiste 
l'altra 2 (A — B) -\- C = 0\ e si ricade nel caso della Kowalevbki. , 

La ricerca di integrali della forma f{p^ y, r, fi, e) = cost. si svolge in 
modo analogo, e conduce agli stessi risultati. 

3. Restano da considerare gFintegrali indipendenti da una delle com- 
ponenti di rotazione. Cerchiamo gl'integrali della forma 

fiiì ^ì ^1 *) ^) = C08t. 



Burgaiti: SugVintegrali primi 



Questa f deve soddisfare alle due equazioni 



■}C) 



B -'8l + -Tr-»87 + ''8i-*ro-"' 

le quali sono più complicate di quelle considerate finora. 

Per poter procedere speditamente e necessario valersi dell' osservazione 
che segue. 

Abbiasi il sistema 

F{f) = <S, ) " 

in cui E{fj, Flf), Ufi sono espressioni lineari e omogenee del l." ordine 
con coefficienti indipendenti da a; dìppiù F{f), L\f) non contengono la de- 
rivata rispetto ad a. Affinché quelle equazioni abbiano soluzioni comuni è 
necessario anzitotto ohe abbiano soluzioni coniuoi Fifj^^O e L|/i^O. in- 
fatti, 

G'(f)^[G, F\ = G(F{fj) — F[G(f)) = [E, F] + a[L, F]=0 

non può essere una combinazione lineare delle altre due, se non è [L, F) 
una combinazione lineare di L{f) e F{f\. Dunque, affinchè il sistema dato 
sin completo, deve essere anzitutto completo il sistema L if) =0, Flf)^^0. Se 

G' {f)^E if) -^aL-\f) = 

è distinta dalle altre due, si vede, con ragionamento analogo, che il sistenifi 
E{f)^=Of F{f)=Of 6'ifì=0 non può essere completo, se non è tale il 
sistema L (/"j =0, F [f) -= 0, L' {f) ^ 0; e così via. L'asserto è dimosttnto. 
Ciò posto, osserviamo che il sistema (1) è della forma (0); onde quelle 
equazioni non potranno avere soluzioni comuni, se non ne hanno le equazioni 

A df , df df ^ 

(2) 
C-A 9f , A- B df , df ,ìf „ i 
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Esaminiamo dunque questo sistema, supponendo per ora A =;= C. Ope- 
rando il cambiamento di variabili 

?! = ?, r,=r, 6i = r« c'^^j Ci = rq + ^yic, >?=hO * 

la prima equazione diventa 

1^ = 

art 

Tenendo conto di questa, la seconda equazione diventa lineare dei se- 
condo grado in r, ; onde uguagliando a zero le espressioni che moltiplicano 
i coefficienti delle diverse potenze di r,, si ottiene il sistema 



[2(C—A) — B]l^=0 



Ct 



e- A d£ A-B + C d£_f. 



te 

db 



■ lA-B b^\^f ^ 



in cui ^, = ^5, C2^=c[. Se 2(C — A) — J5=[=0, esso non ammette soluzioni 
non costanti. Sia dunque 2 (C — .4) — B = 0; per modo che la prima equa- 
zione è una identità, e il sistema si riduce a l'insieme delie altre due. Il 
quale è completo, come si vede facilmente, quando risulti 

{C-A){A^B) A^B^C _^ 
— B f ^—-0. 

Questa condizione unita alla precedente dà B=C = 2i4. 

Per l'osservazione fatta in principio di questo paragrafo, possiamo dunque 
concludere che l'equazioni del sistema (1) (supposto >3*=ì=0, A-\^C) non pos- 
sono avere delle soluzioni comuni, se non è B = C^=2 A, Siamo nuovamente 
nel caso della Eowalevski. 

Sia ora /7=:0, e A diversa da C o anche uguale. In tal caso il si- 
stema (2) ha evidentemente delle soluzioni comuni; perciò bisogna esaminare 
il' sistema (1). Notiamo in tanta che esso ha la soluzione a' + fc' + ^S che è 
del tipo di quelle che noi consideriamo; ma a noi importa di vedere se ne 
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ivrffatti; Svff^integraii primi 



ha delle »1tre distinte da quella. À tale scopo scriviamo il sistema 



Gif)^E[f) + all<f,^- 



vq C or 



+ (rb-q e) 



Sf 



Fif) = - 



1-B df , df 

'<r ■>>!■ + 'Ti - 



e 



I 



! formiamoci l'equazione G{F) — f(t?j = 0. Valendoci di una osservazionf 
'là fatta, si vede subito che essa è della forma 



, I C + A-B df , B-O + A if) 



'Sb 



dc\' 



= 0, 



1 



e che non può essere una combinazione lineare delle allre due. Bobbiamt 
dunque sostituire al sistema dato il seguente: 

G{f} = 0, F(f\=^0, Hf)^0; 

il quale dovrà essere completo, affinchè esista una seconda soluzione diversi 
dall'altra già nota /"^ a* + i' + e'. Ne segue clie l'equazione 



HF)~F[L)^EAf)-\-aH,if)=E,{f,^a\N. 



.Sf 



■Mg 



dfi 



ove N e M dipendono da A, lì, C, dovrebbe essere una combinazione li' 
neare delle altre; ossia, per la sua forma speciale, di (?(/'):=0 e li(f)=^0 
Ma /Al/") si pub dedurre da //, !/"( e //i/") per combinazione lineare 
quindi anche Ei{f) dovrebbe essere una combinazione di Eilf} e E(f). Gii 
non è, se C=^=B{'i. Infatti, si ricava 



E.ifi^- 






■.^f>=^4'li- 






(*) Avendo supposto r, s= 0, s'intende cbe ; è diversa da i 
l.Kito è stato escluso (in da principio dalle nostre considerazìor 



delV equazioni del moto e^'im corpo pesante intorno a un punto fisso. 91 



ove 



B-C + A . A-B + C , ^(C—A) — xB 
B ' ^=-" C ' *= ET ' 

^ — C ' 

e formando il determinante dei coefficienti di E(f\ Ei{f) e Ei{f)j si vede 
facilmente che esso è zero identicamente nel solo caso di B = C. Si ritrova 
dunque il caso di LAOBAivaE. 

Resta infine a supporre ri ^\» A = C. In questo caso il sistema 

G{f) = E{f) + aHif) = -ul^ + jibl^^-\-irb-qc)l^- 

l df , df df\ f, 

G{F)-Fi,G) = E,(f)-^aH,{f) = lbl^^^^c^- 
( , 2 A—B Adf , (2A — Bdf, df\ ^ 

deve essere completo. Ripetendo qui il ragionamento precedente, si vede che 
ciò avviene soltanto nel caso di 1 = 0, cioè nel caso di Laqbanqe. 
La ricerca degli integrali primi della forma 

fip, r, a, bj c) = 0), f{pj q, a, h, c) = 
si svolge come la precedente, e conduce agli stessi risultati. 

4. Abbiamo supposto finora che il centro di gravità fosse sopra un 
piano principale deireliissoide d'inerzia. Dimostreremo adesso che questa re- 
strizione è necessaria per l'esistenza degli integrali in parola. 
Sia 

f{Vi 9j ^j ^1 è).^:=cost. 

un integrale primo che non contiene e. Questa f deve soddisfare al pi* 
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che contengono soltanto le derivate rispetto a òi e a ji. Basta considerare 
diie di quelle equazioni per veder subito che risulta necessariamente 

d qi d bi 

Dunque l'integrale cercato non esiste. La simmetria rispetto ad ayby e e 
delle equazioni del moto permette senz'altro di concludere che non esistono 
neppure integrali indipendenti da a e da ò. 

Supponiamo adesso che f non contenga una delle componenti di rota- 
zione, per esempio la p. Dovrà essere 



db • ^^ac~" 



-raU+qaU=0 ' (3) 



C—A df , A— B df , df .df ^ 
B q C ^ or db ce 

Ma, per una osservazione fatta al terzo paragrafo, queste equazioni non 
possono avere soluzioni comuni se non hanno soluzioni comuni le seguenti: 

B dg C dr db'^^dc~ 

C—A df , A — B df , df ,df ^ 

Analizziamo dunque questo sistema. Col cambiamento di variabili espresso 
dalle formule 

q, = Byiq + Ci;ry r,=r, b,:=Gr^ — 2nb, c, = Bq* — 2i;c, 

la prima equazione si riduce a .^-^ = 0, e la seconda, in virtù di questa, si 
scinde nelle seguenti: 

[B-2(C-A)]l^-[C+2{A-B)]^ = 






le quali evidentemente aoii possono avere soluzioni comuni non costanti, pur 
supponendo B — 2(C— J! = e C+ 2M -~B) = 0. Dunque ancbe le (3) 
non hanno soluzioni comuni. 

Lo stesso dicasi per gl'integrali indipendenti da j o da r. 

Dalle cose dette si conclude che, nll'ìnfuori dei casi già conosciuti, non esi- 
Btono degh' integrali primi algebrici o trascendenti dipendenti al più da cinque 
argomenti. In particolare gì" integrali algebrici, che secondo R. Lionvu.T.E esi- 

stono quando A-— B ^^- — («=,= 1, 2), devono dunque contenere tutti e sei gli 

argomenti p, q, r, o, A, e. Ciò dà ragione della difficoltà della loro ricercai*). 



CAPITOLO II. 



ff(P, ?. 



6, e). 



una soluzione invariante per il moto d'un corpo pesante intorno a un punto 
fisso ; tale, cioè, che sia soddisfatta sempre quando sussiste nell'istante ini- 
ziale. Se la funzione f di p, q, r, a, i, e sùddisfa l'equazione 



1 



(1) 



ove (5 è un moltiplicatore che resta in generale finito, è chiaro che 

fip, q, r, o, i, c)=^coBt. 

à un integrale primo delle equazioni del moto per tutti quei moti che sod- 
disfano la relazione invariante 11^=0, e per questi soltanto. 8i dirà che 
/^coat. è un integrale primo assonato alla relazione invariante ì[=^0. La 
determinazione di questi integrali dipende dall'integrazione dell'equazione (1), 
che è alle derivate parziali del 1." ordine rispetto alle sei variabili p, (/, r 



(*) Il sig. Appblkqth, ili una Memoria scritta in lingua russa (Mosca, 189i^), si pro- 
posQ di determinare tuUi i casi in cui gl'integrali delle equazioni dol moto sono uniformi, 
ritrovò i oasi noti iii Euleho, Laoranob, della Kowalevski, e questi soltanto. (Vedi 
la Slereodiiìaimca del Prof. Maggi o la Meccanica raiirmale del prof. Maucolonqo, Vo- 
lutile II, pag. ìfti.) 
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a, bj Cj lineare e non omogenea ; integrazione che non si sa effettuare in ge- 
nerale. Per ottenere qualche risultato bisogna dunque fare delle ipotesi re- 
strittive sull'ellissoide d'inerzia, sulla posizione del centro di gravità, o sulla 
forma della funzione f. 

I sigg. GoRiATCHOFF c TcuAPLiQUiNE (^) hanuo aperta la via a questo 
genere di ricerche colla scoperta di un integrale associato alla relazione in- 
variante 

Apa + Bqb-^- Crc = 0. (2) 

Essi, infatti, hanno dimostrato che se A=B = 4:C e il centro di gra- 
vità è nel piano equatoriale, sussiste IMntegral primo 

r{p*-\-q*)-\-^pc^= cost. (a = costante) 

per tutti quei moti pei quali è nulla la costante delle aree. 

La conoscenza di quell'integrale permette di ricondurre alle quadrature 
la determinazione di tali movimenti. 

L'interesse che presenta questo caso particolare d'integrazione mi ha 
indotto a sviluppare l'idea generale che ho esposto più sopra. 

Per ridurre alquanto la generalità della ricerca supporremo che il centro 
di gravità sia sopra un piano principale dell'ellissoide d'inerzia, per es.: il 
piano {Xi yO, e che la / sia indipendente da uno degli argomenti p, g, r, 
a, 6, Cj per esempio da e. Allora, ritenendo anche f> indipendente da e e as- 
sumendo per relazione invariante la (2,^, la f deve soddisfare alle due equazioni 



B — C df , C — A 



-A df .lA—B , . B . A \df , ^ 

+ rb^^^~ra^J=piApa + Bqb) (0) 

op q ^ oa ^ oh ^ ' / 

che si ottengono sviluppando la (1) per mezzo delle equazioni del moto ri- 
cordate nel primo capitolo. Si potrebbe fare uno studio di questo sistema at- 
tribuendo a f espressioni particolari; ma questo modo di procedere conduce 
a tentativi lunghi e laboriosi, che io non ho ancora completamente esaminati. 



(*) R. Marcolonoo, Osservazioni intorno alla Nota del sig. Kolossoff, ecc. Rendi- 
conti Oircolo Matematico di Palermo, 1902. 



BitrgaCti: SvgViniegraU prtmì ' 



Lasciando invece il p indeterminato, e eliminnndoln tra quelle due equa- 
zioni, si è condotti a considerare la 3ola equazione 



-?''i^'j('^P'' -{- Bq b) 






+ \C^g^p>: + ì{Ap«+Iìqb,\'>/ + 



+ 2Cr 









+ \nbr, +q[Aiia + B}i)|j- 



ÌCar,+p(Àpa+ Bq 



'Si 



= 0, 



ove r, = r'. Qui, per poter procedere più olire, bisogna diminuire encora Itf 
generalità di f. Supporremo che sia indipendente da un altro argomento, per 
esempio da tt. Per tal modo la ricerca in quistione è ridotta alla determina- 
zione degli integrali primi associati alla relazione invariante (2) e dipendenti 
da quattro argomenti al più. 

Nell'ipotesi enunciata, l'equazione precedente si decompone nelle durf 
seguenti: 

, „„ lA ~B , . B,\df „ ,df „ 



^,.iM+iAv'J^Ì,Ar,lf~- 

' Op ' q ri 



-lCr. + ^p')||=0, 



Operiamo il cambiamento di variabili espresso dalle formule 
supponendo qs^ad. La seconda equazione diventa 



if_- 



= 0; 



e la prima, ordinata rispetto a y\ risulta del quinto grado in jì . Poiché la / 
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non deve contenere p\ tutte le espressioni che moltiplicano le diverse potenze 
di p dovranno essere nulle. Il termine indipendente da p' è 

B ri/., df 
Afì^ or ^ 

per conseguenza ^ = 0. Il coefficiente di p^ si riduce a 



quindi x-t7 = 0, oppure 1 = 0. Nel primo caso la f dovrebbe essere funzione 

Svoltante di q ] ossia, ^p -{-yjq dovrebbe essere soluzione del sistema (3 ). Ciò 
avviene, come si vede subito, quando A=^B=C] caso questo ben noto. 
Supponendo invece 1 = 0, la / potrà essere funzione soltanto di q' e di 6 ; 
quindi non ne può esistere più d'una. Una soluzione esiste infatti : è il primo 
membro deirintegrale delle forze vive, il quale dipende soltanto da q' e da h\ 
ed è associato a qualunque relazione invariante (*). 

Esaurito così il caso degli integrali indipendenti da e e da a, passiamo 
a considerare quelli della forma 

fiPj 9j ^ a) = cosi 

Essendo la f indipendente da 6, l'equazione (3) si decompone nelle se- 
guenti : 

[C-^qr.-,Apa)f^-^[C-^pr,+iApa]/^ + 
+ 2Cr^\-^pq-n^a]^ + Apqa^^ = 

^ op ^ g ori ^ ^ a 



(*) Se V) = 0, basta effettuare il cambiamento di variabili 

P' = P» ^' = g, r'^ì\^ b^ = (Ci\'\- Ap^)q-lApb, 

per vedere facilmente che si ha soltanto la soluzione f = p' quando B ~ C, E il caso di 
Laoranob. 
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Si! ;='=0, tutto procede come nel caso (irccedetito : è fjuindi inutile iii- 
sislere. Sia dunque ; = 0. Effettuando il cninbiamento di variabili espresso 
dalle formule 



P =p, q ^q, r = 
la seconda equazione si riduce 



3qa+p{Cr, + Bq'\, 



IL 



; fl la prima, uguagliando a zero 
coefficienti delle diverae potenze di p, si scinde nelle seguenti: 



-5 lCr■ + B9■)?^.- 



B^' ir 



-AC- 



q cn ti q 



!«/■- 



■S,, +^^-,lC.-'+Bg-,(|i-. = 






I 



Se il coefficiente di ^ nell'ultima equazione è diverso da zero, ne ri- 

à a ^ 

sulta ;r-^^ ^ 0, ed auche ;r-^ ^ 0. Il sitìteraa si riduce a 
Oa ' or 

(C — yi)|A— 0; 
che ammette la soluzione (/ quando A = C. E il solito caso di Laoeìsoe. 

?«' 
essere B^C e t'^4A. Allora il sistema si riduce i 



df ^ 



df 



-,^0, 



che ammette la soluzione f=^ a'. È il caso dì Goeiatcuopp e Tchapliodihe 
ricordato più sopra. 

Bisognerebbe ora considerare gl'integrali indipendenti da a e da i; ma 
si ripeterebbe gran parte di ciò che è stato detto, e si ritroverebbe il caso di 
GoRUTCuoPF, quando >i ^ 0. Passiamo dunque a considerare gl'integrali in- 
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dipendenti da uno dei coseni a^ by e e da una delle componenti di rotazione 
Pj q^ r. Supponiamo anzitutto che in f manchi la e : essa allora soddisferà 
alla (3). 

Se è anche indipendente da p^ i coefficienti delle diverse potenze di p 

d f 

nella (3) devono annullarsi. Ma il coefficiente di p' è ó^> per conseguenza f 

non deve dipendere da h. Ricadiamo così in un caso già contemplato. La 
stessa conclusione vale quando si suppone che / non contenga q. 

Se poi fh indipendente anche da r, oltre che da r, si vede subito che 
nelle (0) il p deve essere nullo; e torniamo allora ai casi studiati nel primo 
capitolo. Si ottengono conclusioni analoghe supponendo successivamente la f 
indipendente da una delle coppie d'argomenti (a, jp), (a, q\ (a, r) (fc, p), 

(ft. ?), (ft; ♦•)• 

Restano infine da considerare gl'integrali indipendenti da due compo- 
nenti di rotazione. Supponendo anzitutto / e f» indipendenti da p, si trova, 
sviluppando le (I), che la / deve soddisfare alle equazioni 

+ qaY^ = p{Bqb^Crc) 

C—A df , A — B df , df .df . 

B d q C ^ dr db de '^ ' 

dalle quali, eliminando py si ottiene una sola equazione a cui devono soddi- 
sfare tutte le f che non contengono l'argomento p. Se ora si suppone che f 

sia anche indipendente da r, quell'equazione si scinde nelle tre seguenti: 

• 

qi 

2 (C— ^) fl. 1^ -.4 oò 1^ + (Ce* + ^ a')K— C7c6 1^ = 
^ ^ d qi da oh ce 

d qi ó a 0^ oc 

ove gf, = 2*. Qui due casi son da distinguere: C^\^A o C=A. Nel 1.° caso 
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il sistema si riduce alle due equazinnl 

— Jo6|^ + (Cc'+ A a*} 
6 a 



df 



i.U= 



da 0^ oc ' 

! ammettono una sola soluzionfi comune (ben nota) f^a* -\- 1* -{- e*. 
Nel 2." caso il sistema diventa 



F(0 = 2M«f 



e a de' 



il qiiflle ammette ancora la soluzione f^ o' H- i' + <:''• Perchè ne abbia un'altra 
distinta da questa è necessario e basta clie sia completo. Se 4^0, esso è 
com|)lelo; e la seconda soluzione è fz=q,. Ritroviamo cosi il solito caso di 
Laqranqe. Se invece supponiamo ;=',= 0, è facile vedere che l'equazione 

' \ àc da) dqi 

non è una combinazione lineare delle altre due; quindi il sistema precedente 
non è completo. 

Si ottengono le stesse conclusioni supponendo che la / sia indipendente 
da 9, olire che da ;); o)ipure da (^ e da ?■, 

Dalle cose dichiarate In questo capitolo emerge che, nelle ipotesi fatte, 
il caso di GoKiATCHOFF e TcHAPLiQDiHE è il solo (a pai te quello di Lìghahoei 
in cui esiste, oltre gl'integrali noti, un integrale primo associato alla relazione 
invariante A fa -{• Bqb -\- Cr c=0 e dipendente al più da quattro ar- 
gomenti. 



Roma, 'JO lenaaio 1905. 



Sur les séries de fonctions de Stirling. 



(Par Niels Niblsbn, à Copenhague.) 



§ 1. ReMABQUES QÉN^ALES CONCERNANT les POLTMOìlES ^n (^)* 

JJans mon Mémoire : Recherches sur les nombres et les polynomes de 
Stirlino (•) j'ai défini la fonction ^n (a?) du rang n de Stirling comme le po- 
lynome entier de x qui satisfait à cette équation aux différences (ìnies par- 
tielles 

{X + 2).^n{X+ l) = {x—n) .iPn{x) + {X + 1) . ^n-i {x) (1) 

avec la condition initiale (•*) 

^o{x) = j' • (Ibis) 

J'ai introduit les polynomes ^n (•'^) pour pouvoir calculer directement les 
nombres de Stirling de première et de seconde espèce, savoir les nombres 
positifs entiers C^i+i et (^l^i définis comme suit: 

(7^4.1 est la somme des | j produits possibles qui contiennent r factcurs 

différents pris parmi les nombres 1, 2, 3,..., n, tandis que 

6:^. = A . y (—l)*i\(n— s )«+'•. 



^■«=r,-"f' <-"•(:)<"-' 



En efFet, supposons connus les polynomes (pn (a?), nous aurons ces deux 



(*) Annali di Matematica, t. 9, p. 287-318; 1904. 
(**) Les conditions relative? au^ valeura de <fn (0) indiquées dans le Mémoire ^usdit, 
p. 309y sont superflues. 
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c:+ 



"(»-■•)! 



= (- 



ir ■'" + ■■".*, 



- 1), r > 1 



(2) 

(2 bis) 



Dans moti autre Mémoire sur cette matière : Noie sur quelques npplica- 
tions aimlytìqttes de jiohjnomes de Slirlìng i*) j'ai inlrodiiit la sèrie de jmis- 
sances 



= l + (a:+l)- 



i ♦.(»!■ 



\'\<i- 



(3i 



qui Jone un ròle assez fondamenta! dans plusieurs quegtlons de l'Àualyse. 

En eft'et, dans mon troisième Mémoire sur ce Bujet : Veber die Sfirling- 
achen l'olynome uml die Gamma funktiou (**t j'ai ex[)t'inié sous forme irès 
simple, à l'aide des polynomes if„<'S les coeffìrientn dea séries de factorielles 
de BisKT concernant la fonotion gamma. 

Posons particuìièrement dans (3> x ^ « — I, où n df^signe un positif eii- 
tier pluB grand que l'unite, la (brmule (2) nous conduira immédiatement & 
un résultat indiqué par Sti-vesteb (***). 

Dans le second des trois Mémoires susdita j'ai cou8Ìdért5 aussi la sèrie 
de puissanceS 



= i + (j- + i>. 



X.W' 



• ]<", 



i*ì 



oh les coeflìcjents x- i^) ^ont très aiialogues aux polynomes de Stirliho. 
Eli affet, posoiiB 



nous aurons 



a>;+i = (— llf- 



' (>i + 2 p)! 



- 2 s)""P, 



Xp^A-n-1), p>\. 



(*) Annali d,' Matematica, t. 0, p. 319-32ri; 1901. 
{**) Monatshefle fur Mathematik und l'hysih, t. Hi, [i. 135-UO; 1005, 

[***^ Jafiròiwh uhur die Fortìrliritie dur Mat/icmati/L t. ir; [>. KC>; 1S83. 
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Dans le Mémoire que voici je détermine les valeurs de ^n {^) ^t /„ [x) 
pour n extrèmeraent grand, ce qui nous conduira à des resultate singuliers re- 
latifs aux séries de fonctions ^n(a^) ou de Xn{^\ séries parmi lesquelloR (3) 
et (4) 8ont des exemples. 

Or, tous les résultats que nous venons dMndiquer rendent très désirable 
une connaissance approfondie des propriétés des deux groupes de polynomes 
^n (^) et Xn (^) ; c'est pourquoi je me suis propose de donner dans les deux 
paragraphes suivants un nombre de relations élémentaires entre ^n (^^ì, Xn (^) 
et les polynomes ^n ('T) de Bbrnoulli, formules qui nous seront utiles dans 
nos recherches suivantes. 



§ 2. Les polynomes de Stirlinq et de Bernoulu. 
Étudions d'abord la formule (3), appliquons l'identité evidente 

puis introduìsons au lieu des quatre fonctions qui y figurent les séries de 
puissances correspondantes, les multiplications s'efifectueront d'après la règie 
de Cauchy, et nous aurons, en comparant les termes des deux membres 
de la formule ainsi obtenue qui contiennent la puissance a^-*^, cette première 
formule 

(.+ 1)! -(^+^^\|-o ¥^^\ ^'^''^- . ,., 

( (6) 

de laquelle nous avons à étudier les trois cas particuliers suivants: 

1.° y = 0, ou bien y=^—x — 1, ce qui donnera ces deux formules 

(^ + ^y^-' _ •=r ' (- D' (X + lyp-'-^ , , ,^ bis) 
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2." y^ — 1, ou bien y ^ — x, nous aurons 



2*»W 



1 '(Sp + Dl M (9p-.l 



(-!)■ (»■?-' + !> 
! 



♦. ("'I (8) 



tenne ce réduit à une identité formelle, tantlìs que l'bypotbèse 
donnerii 



2^»'.+,li) = 



(Sp + 1 



"5{,-' (-1)-V*'(.e+ l)'f-' 
,a (8p-J)l 



MH, 



--■Ap 
(9) 



formule qui est tris remarquable en comparaÌBon avec (7). 

Frenons ensuite comme poìnt de départ t'aotre identité evidente 

pais appliqnons cette serie de puìssances 

oh les r>>(3rt sont les fonctions de Bersoclli avec la défìuition que j'ai prò- 
poaée dans le premier de mes Mémoires sus<1its i* r, le méme procède donnera 
cette autre forinaie onerale: 



(10) 



f»f.(: 



[I) — (i + » + l|.'^(— l)'4..ti+yl.;.-,(il= j 
= (i+l)t,(») — (— l)"(y+l).s>,(y)— J. (11) 

— (i+l)(y hì).'^{-ll-i,(y).i,.,-,(x), ) 

de laquelle noos avons à étudier ces trois cas particuliers: 

1.** y=: — 1; nous aurons, en mettant x 4- t au lieo de x, 

^„(i + l) — (1+ D.f (— i:i-,f,(il.,.-,(r+ l) = (i + 2).t,(l)j 



(") Loc ciL, p. 291. 
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or, la formule (10) donnera 

appliquons onsuite les deiix formules (7) puis la définition (1 ), nous trouverons 
entrft les polynomos de Stirlino et ceux de Bernoulli cette relation elegante: 

?nii(a;) — (a; -»».<f„(T)— (r + 1). V (_ 1)'^,(.t) . a.„_,(i). (12) 

»rrO 

2." y^= — x — 1, ce qui donnera 

?«H(a;) = (a- + l).<//„(.T) + (— l)«.a;.«//„(— a; — 1) + 

x=«-i • ' (13) 

+ X{x-\-l). ^ i-~l.'^J-~X—l).<i>n:,-i{XÌ. \ 

3.° y = nous aurona, en verta de (12), la formule récursive pour le 
ealcul successif des polynomes ^n {^) quo je vicns de démontrer dans mon se- 
cond Mémoire(*) en applicant l'identité 






§ 3. liES TROIB POLYNOMR8 (fn{^)j^n i^) RT /.n C^). 



Quant à la formule (4), appliquons l'identité 

n ")■'■-■•"•" ■'="--i^i^T'" 

il risulte la formule generale 



< » 



„! +(^^ l). ^^ („-2s)! •/'-'(^)- / 



(14) 



«! ^ ' ^^i C^i — «)! 



(*) Loc. cit., p. 321. 
i4nna/t cit Matematica, Serie IH, tomo XII. 14 
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pewr jp = et 



lettant » -^ 1 mi liea ile 



t—.i,{x\ 



A'±lt 
-{•r+iy.' 



(u-Sj— 1)1 



X.(>-\ (15 



* r%T|io4hòs? y ^T — [x + Il (loiiiipra ces deiix nutres fnrniulpB [ilir 
pailaealièffv» (* < 



«•+1»! Jl si 



-ir"x.'»i= 



(Su + SII ' ^ 

nsaite cette nutro ìdentité 

r - ' n — «-'r' T 



i,„ .,,11). (ir. i)is 



• ttna* de mSme 



- (X + 1 1 . ì; 



PflMMB djo» (17) y=0, il réeulte 



(-II-;, 






■z.(J^i 



H 



(17 



4 



.(=i=i|„.-r. 



f— 1 i~» "'-.^ 

(-l)-(«4 1) 






L'fcypottóM y — a* - 1 i""'* cdichiirn à (15i; posoiis enfìn 1 = 



{*) Lm, «Jt, f. ura. 
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puìs romarquons que hi formule (3) nous donne immédiateraent la valeur de 
^n{ -2), nous aurons, en mettant 2x au lieu de y, ce développement très 
connu 



§ 4. LeS POLYNOMES ^n {^ì et Xn (^) POUR n TRÈS GRAND. 

Pour déterrainer maintenant la valeur des deux polynomes \pn (^} et 
/„(x) pour n très grand, considérons d'abord ^nix). 

A cet cftet, supposons ìK{x)<C — !> puis désignons par C la circonfé- 
renco du cerale | x | ^=^ 2 tt, prise dans le sens direct, le tliéorème fondamental 
de Cauchy donnera (*) 

\ a / 2 TTi J (e — a) 2;-^^-* ' ^ ^ 

e 

car riiypothèse ^W (x) < — 1 nous perraet de faire usage du chemin d'inte- 
gration C, quoiqu'il contieni les deux points singuliers z= ±27:i. 
Or, la formule (3) donnera, en vertu de (20), 

c 
posons ensuite 

oìi d désigne un angle réel, il résulte 

(a;+ l)^n(aJ)(27r;^-* = r(l — ^^'^^••j''''%(«-n)eid 5, (21) 



(•> 



où w désigne un angle réel convenable; car l'intégrale qui figure au second 
membre de (21) est une fonction multiforme, dont la valeur dépend de w. 

(*) On voit quo la formule ('JO) est applicablo si nous supposons ìW [x) < seulemént, 
mais cette hypotliésc no sullisc pas pour dómontrcr l'inégalitc (22). 



N^ Ck s^,' »*..> 



.** .*. .^.js :oiiii«i:w tt •>'r*;i 



.V 



*• "'^* " 



'^**»*r tv *•!: 



1^ «««•* 



uftN» 



.-.Jti^fti: 



^ kM^ 



llil* 



_•- ■!.- 
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valeur limite 

rn{x) = r{x) + Rny \Bn\<^\ 

la formule (24) s'écrira, après un simple calcul, sous cette autre forme plus 
commode pour les recherches qui nous occupent ici : 

(25) 

^ ^ rr 4- n ""y' tzJ^f^-j^^ i2^y-^^.3'^ .' ^s-iix).{8-\)ì \ 

' ^^■^'^- ,4 Vs(-x) • n(n~l)(n-2)...(n-5 f 1)' 

Supposons maintenant — 1 > ?W {x)> — 3, la formule (22) montre qu'il est 
possible de choisir n si grand que la valeur absolue de second membre de (25) 
deviendra plus petits que a. En effet, les valeurs absolues de tous les termes 
possèdent la propriété susdite et c'est la mème chose avee les termes multi- 
pliés par w, le premier et le dernier exclus. 

Cela pose, appliquons la formule euìérienne 



<• 



(26) 



r(.r)r(l — ir)= ~ - y 

sin 'éZ X 

nous aurons, en vertu de (23), ces deux formules analogues 

(2 -)«"-»-' .'h%n(x) _ 2 sin 77 X .. y \^ 

(_i)n.(2w)- — r'(^T2)'^ '^^ ;^ni<c., 

(2-)»^»-^^'i/2a-fl(a?) 2C087^ , ' \^ \ 

{-J)-.(2n+l)--"r(a:+2)"^'"' ^ n l< e.. | 

Revenons maintenant à la définition (1), nous aurons 

(X + 2| <^n (« + 1) (2 ?:;»+> . n-*-« = ?-■"-" • (2 Tr)»+« . n'* . i/«„ («) + 

n IN// 

ce qui donnera, en vertu de (22), cette valeur limite 
[X -\- 2). liin ((2 7r)nfi.n-* *.(fn(^ + 1)]^ — lim ((27rr^* .n-^ . ^//n (a-) J, 

valable, pourvu que 9? (x) < — 1, c'est-à-dire que les formules (24) sont 
vraies aussi dans ce cas. De plus, nous verrons que les formules (26) sont 



■t.^. 



U ut iiiital (li> nullo, i'\>Nt'tk-iIti'v (|uc uoue atcws 

n. r«Ji 

'^ix)i it|)})tii|U\ttu tu fi>imu)v 1 16 Im6<, un stiD(>Ie 



% it^ Hi^iv UHI vtiàtm m inMk>«HtM fM^i m fy^ n. 






■ » ^^nsi 



^^^ t 
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deux autres séries 



'f\as^s (X + > ) ; , Yl *• X. (^ + >0 I , (30) 

soront convergentes aussi. Inversement, supposoiis que les séries (24) f^oient 
divergenfes, tandis que /. soit une quantité réelle et posUiv€j les deux séries (30) 
seront divergentes aussi, d'où la proposition suivante : 

Le domaine de convergence absolue d'une sèrie <? (x) ou ® (x) est un 
demi'plan situé à gauche d'une certame tigne droite^ perpendiculaire à Vare 
des nombres réels. 

Cela pose, les formules (26) (27) nous donnent imraédiatement ces deux 
conditions suffisantes et nécessaires pour la convergence de séries qui nous 
occupent : 

l.*" Supposons que les séries de puissances 

.«=00 /» — oo 

ayont ses rayons de convergence plus grands que 2 tt, respectivement r*, les 
deux séries ^ (x) etQ>){x) seront convergentes pour une valeur finie quel- 
conque de x^ de sorte que >} (x) et W {x\ sont des fonctions transcendantes 
entieres. 

2^ >supposons que les rayons de convergence des séries de puissances (31) 
soient 2 tt, respectivement ::', la convergence de la sèrie <y {x)^ respectivement 
^[x]^ exige que les coefficients a, et hg satisfont aux conditions 

\an < /^.(2 7r)^n~, bn\< /vTi^'^.n", (32) 

où K désigne un nombre positif finij tandis que Vexposani gj est une quan- 
tité réelle finie; dans ce cas nos deux séries <y (x) et &(x) sont certainement 
ahsolument convergentes^ pouron que ^ì {x)<i — w — 1. 

Il est évident que les deux formules (3) (4) nous fournissent Texeniple 
le plus simple d'une sèrie <v (rr), respectivement W (re), savoir 

-""-^r''"* = l+(.r + l).T^,(rr).«'^S «i<2 7r. (3) 

^}^y-' = l + ir + l)r^y^,{x).a*'^', i«l<Jr. (4) 
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Étudions maintenaiit ces deiix séries pnur ? ^ 2 jt, respectivemenl 
!«|^ff. il résulte de {26i (27): 

Supposons '>(>■)< -I, les deur. séries (3) (4) swit ahsolumenl convev- 
ijentes dans toiis hs points dea cirronférences de leurs cercles de eonvergetirv. 

Snpposons, ati contratre Qz>'^l{^\'> — l, fes séries (3| et A seroiit con- 
verfientes mais non absolument, daiis les poìnfs susdìls h l'exreptìou dcs jioinis 
sitif/iiHers « ^ + 2 7t T, respeetivement a^ ± -. 

Pc)son3 dans i3) r= ± 2 - i', noua aurons ces deiix nulres developpements 



..mI/) 



— .= Ì'-''"2.)-.f 



0= ^ (— l)'l2;rl".ifM(3'l, 



(33) 



i34! 



si'ries qui soiit coiivergcntes, et cela absolument, pourvii qiie ;lM.r) < - - I, 
Lii f'ornmle (34) montre évidemment qiie les fiérieR ,v iti admettent, en 

toiis ras, un lìéveìoppement de zth-o. 

PoaoiiB Gneore dnns i4) x^^ + r.. il vésiiUe une fm-mule aniilogiio à (33), 

gavoir 



--— y^ l2!t)"l^;(, Ir), 



(35) 



qui est applicabltì, pniirvii que !l( (J)< — 1. 

Il est dignf^ de roninrqno quo pliisioura di'S formulcs ('■li'nifiitniics Aéw- 
loppós dnns io § 2, 3 nous donnenl, cnninif tlns liniites, les liois fornmles 
pnrticiilièros {33|, (34) et (35). 



Snrfaces Analogons to the Snrfaces of Bianchi. 



(By Luther Pfahler Eisenhart.) 



§ 1, Introductio». 



G, 



ivei) A pseudospherical surface referred to its lines of curvature. The 
parameters of these linee can be so cbosen tbat tbe linear element of the 
surface takes tbe form 

rfs«=:C08*wrf«* + sin*«rf t;* (1) 

and the linear element of the spberical representation is 

rf a* = sin' w d II* + cos* &) d r*, (2) 

where u satisfies tbe equation 

3*0) 3*0) . .^. 

•R — - — 77—1 = 8*n 0) cos w. io) 

Moreover, every solution of this equation gives a pseudospherical sur- 
face with the corresponding forms (1) and (2). 

We consider now the trihedron vrith vertex at the orìgin and rotating 
in such a way that its axes are always parallel to the tangents to ihe lines 
of curvature and the normal of tbe «bove surface. Every solution of equa- 
tion (3) gives ri e to such a trihedron which we shall cali the fundamental 
trihedron of the solution and we shall denote by the fundamental piane that 
piane of this trihedron wbich is p«rallel to the tangent pUgie to the above 
surface. The line in this piane wbich passes tbrougb tbe origin and is par- 
allel to tbe tanffent to the line of curvature v^^const. we cali tbe initial 
line. In tbe fundamental piane we draw tbrougb tbe vertex of tbe trihe- 
dron the lino ON wbich makes with the initial line tbe angle ^, where 6 
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(^0 di^'. 



(4 



is the angle determinine a Backlusd (mnsformation of ìhe given pseudosphS 
ìmI surface willi the linear elc-meiit (11. This function S must le a solutQj 
of the equatioiis 

sino Ig 1 =— l=^8meco3 w ^cosa co^e sin lu, 

^ _ C09 ;; sin w -^- cos w sin ff cos o 

where t denotes the Constant angle betweeii the tangent planes to the pi 
(lospherical surface nnil its tiansform. 

Let S be any surface whcse liiies of curvature are represented on th3 
sphere hy Ihn paramftfr Hnes in ferma t.f which the linear element is given 
hy (2|. Denoie liy M the point of contact of the tangent piane wliioh is pa- 
rnllel to the fmidamenfal j'iane under conBtdei-ntinn. In the piane fhrough M 
normal to the line ON we drnw tho line which makes tho angle q with the 
funduniental piane and denote by /' its point of infersection wich the lalfer- 
furtlier we denote l)y R the point of intorsection of the piane ihrough '" 
and the line ON. We designate by ;>, p, r il,e respective lengths ^. 
ììì\ PM. From ihe conditions of the problem it is found that (heee fhree 
fiinctions must satisfy a system of four linear partial ditferenlial equntions of 
tlie first order. In this paper we are eonceineii with the determination of 
certnin particular soliilions of these equiitions and the sludy of the cori 
Bponding /l-surfaces (*). In § 2 we fina the general equatlons of thi 
problem. 

-In. § 3 we considtìr the case t= ^ and jo = 0, and find Ihjit ihe coi^ 
responding surfaces furm one of the classes of snrfaces wliicli BiAscni called 
«uifaces (i) of the parabolic type in his Memoir : Nuove ricerche sulle sm- 
]>erjìde pseiiflosfvrirìie t Annali di Malemaiicu, l£9fi) Wlien p is a consfunt 
ihc sarfacvs salisfy ihe condilion given hy Briscm for his so-cajkd sur- 
faces \1) of the hyperbolic type, bui their coordinates have a form unlika 
any found by Busciir. If a coirespondence is established between pointg on 
one surface of the first class and one of tilt: latter olas-s sudi thnt the taiigént 



"m 
M 



(•) Surface» with tìte mme apheneal representation of Ih-ir Uneg of cwctdure as pieu- ' 
Ooiphericat sm-facia. Amar. Journ., voi. 27, p. 113. — We have oalled surfaces of tliia ! 

kiinl .l-siirracos, fiir tho snke of brovity. 
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plaiies at these points are parallel, the locus of the point cutting the join ih 
Constant ratio is a surface of the hyperboh'c type. 

In § 4 we find that we may take for p the function r for any ^-sur- 
face Si, with the spherical representation determined by a solution 6 of 
equations (4; iu which a is a right angle, and then the other functions p and r 
for the corresponding surface with the spherical representation (2) are de- 
termined by quadratures. When, in particular, one takes for Si a surface 
analogous to a surface of Biacchi of the parabolic type discussecj in § 3, one 
fìnds that the corresponding i4-surface6 are surfaces of Bianchi of elliptic, 
hyperbolic and parabolic types (*). Again, whcn the surface S, is of the hy- 
perbolic type, as previonsly discussed, a class of new surfaces entirely distiiict 
from the forraer is found. Furthermore, it is shown that the surface for 
which p = is a sphere of radius r. 

When cr is any angle whatever and ;> = 0, the determination of tho 
functions p and r requires the solution of a partial differential equation and 
quadratures. His shown in § 5 that the surfaces corresponding to each set of 
Solutions bave the following property. We draw through Ihc point M of the 
surface and in its tangent piane the line M S parallel to N and in the 

piane normal to Jlf S at Jlf we draw the line making the angle ^ a with 

the normal ; upon this line we project tho segment of the normal to the 
surface between the ccntres of curvature ; the sphere erected upon this prò- 
jected segment as diameter passes through 0. We cali these sui-fsices the 
yl-surfaces of the parabolic type, for they reduce fo surfaces of Bianchi of 
this type when e is a right angle. If one applies a generalized Backlund trans- 
formation (**) to such a surface, the new surface is of the same kind. 

In § 6 we prove by geometrical considerations. that the function r for 
any ^-surface, aSì, with the spherical representation determined by a solu- 
tion 6 of equations (4) may he tnkon for a solution p of the general equa- 
tions of condition. In particular, we consider the case where S is a surface 
of the parabolic type, as defined in the preceding section. The corresponding 
surfaces are completely determined by quadratures and are of three kinds ac- 
cording to the value of a certain Constant of integration /r. If spheres are de- 
scribed in a manner somewhat similar to those in § 5, they cut the sphere. 



(*) L. e, p. 367. 
(**) For definiiion see § 5; also Amer, Journal, 1. e, p. 148. 
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tttmSm li aaié «atre at 0, m great eircle», wheu ir is po6ÌtÌT«; (bey cui 
4Ib iybtac «i^ the centre O and radius \ — k, orlltogonallv, wben t in ne- 
r; me when k i» zero, the <tpfaerefi pass througli 0. Ab those eurfaccs 
paerafixatMB of the 8urfac«s of BiAxctit, we refer to them as vt-snr- 
r tba cfliptìe, liTperholìc and parabolic types respectirely. lu § 7 wc 
hmm Avn tbai die«e sor&ceB possess another property sìmilar to eoe known 
lar ém aarfiiees of Buschi. 

BliPfn Ina sbown ibat the circle» uf the ctcIIc sTstem for wbich the 
fl^vfie iiaa^iiwnee Ì9 compoeed of the normnls to a surface of Biarchi of thi' 
pfihplic trpe paaa throDgh a 6xeil point. Iii § 8 we show that the normnla 
Is iKk ■ sarface are the onlv^oticH whose oìrcleR pass Ihrough a 6xed point. 
TW f yw choM» wilh a discuoimi in § il of a certaìn transformation hj 
wteatm of which one can Hetennine from an A-^nrface another .^-surfaoo 
widl Ibe Mante «pherìcal re preseti lation of it» lines of curvature. 



§ 2. General Foruclie. 



From the dtifiiiitiuii of the functlons p, g, r, it follows that the coovdi> 
nati.-« of .V wilh re»pect to the axes of the fundamental trihedron are 

p «w fl — (p 4- r cos 5) sin $, psinS -\-(p -{- r cos t) cos 5, r sin ■7. f 5} 

From i2j it fiiIlowB that the projectionB of a displ&cement of M upoii 
the axcfl (') are 

d\pcQi9 — (f> + ' coBo^ sin fi] -|- j'siii osin w (f « — 1 

- 1^- ri« -f -- rftf|[p8ln5 + ("f- i- r coacr)cos5ì, j 

d[p9':xiO -(- f/> + /■ i-os' 00;^ :] -I- 



+ la (!«»+ -—ipj [pcosC — (p 4- r cos a f cose] - 



MI1 3 COS wrfO, 



•in 9 rf r — CO» « [ p eo8 fl — (jj -)- r cos o) sin 5] rf h 4- 
-f- «n «(pnin 5 I- (^ + r cos <t) cos ff] d t). 



(6) 



U|*) llAMIMfUI, lA'^m», tiA. 't, \t. :W&. 
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In Ciiiisequenec of equations (4) and since S h an i4-suifafe (*) with 
the given representation of its lines of curvature, it follows frora (6) ihat the 
functions f, /d, r must satisfy the equations 

8111 (7 Sin 5 77^ + sin 7 cos fi ,, - + 
d u e ti 

+ sin 6 cos w [p cos 5 — (p + r cos a) sw G] ^= 0, 

sin o cos fi ;r^ — sin ^ sin fi ^ h 

+ cos sin w [ p sin fi + (f + r cos a) cos 6] = 0, 
d r 



(7) 



SI 



in a A- =: sin oj [p cos fi — (/^ + r cos a) sin 9]^ 

> • 

sin 7 ^ = — cos w [p sin fi 4- (f> + '" ^os <t) cos 6], / 

It is found also that the coefficients of the linear element of S are 
given by 

il = COS fi TT^ — &in fi TT^ — ^ 



du d u 

p sin» 6 COS 0) -- (p COS <j + r) sin w + (p + »" cos d) sin 6 cos cos co 



sin (7 



(8) 



C = sin fi ^ + cos fi ^ — 

e V V. 

p cos* sin co -f (p cos (j + r) cos co — (p + r còs a) sin 6 cos 6 sin co 

sind 
where 

Tf we denote by X^ Yi, Zi] Xj, Fj, Zi] Xj F, Z the direction cosines 
of the axes of the fundamental trihedron with respect to a fixed trihedron 
with the same vertex, the rectangular coordinates of the point M with re- 
spect to the fixed axes are of the forni 

X = [p cos fi — (p + r 008 a) sin ^] Xj + \ . 

+ [p sin fi + (p + »• cos <j) cos 6] Xt + ** sin a X, j 

and sìmilar expressions for y and z. 



(*) A sur face with Ihe same spJwrical representation of its lines of curvature as a 
pseudospherical surface; see articld in American Journal^ 1. e. 



MoreoTer, from the cliarncler of tlie prrceding (JiscussJon ìt is quite clenri 
that if we bave niiy set of solutioiis wliatever p. p, j- of equittions (7), tlieoM 
tlie expreseioiis (9i will dcfiiie mi v4-surface wliose lirear elenient will haToU 
the coefftcients given by (8) and the spherical repreBentatioii of its tines off^ 
curvature will Iiave the linear element (2), 



; 3. Solution kob ( 



, p = COItSt. SURFACES OF BuNCIU. 



Wlien d ìb fl right aiiglp, equations il) reduce to 

sin S ^ -\- cosS -^^- + sin B cos w {^ eoe 5 - - p sin 0) = 0, 
cosS ^^sin ^3^ + cos 5 sin w(psin -|- pcos^} ^0, 



- Bin w (p cos *) — p sin 5), 



- = — cosa) (p sili ^ -(- pcoa C); 



llO)I 



and by i 



I of the above the coefBcients ,4 and C can be reduced to 



(11) 



We consider first the cast! where (■ Is zero and put 
Then equations |10) reduce to 



{m 



ti 



^=e sin w cos 5 



- e ' cos u sin 8 



(18)1 



té the Surfaces of Bianchi. 119 



which are readii y found to be consistent. We bave then an il-surface with 
the coordinates (9) 

X = e-* (cos eXi + sin eXi) + yX (14) 

and similar values for y and z. From (li) we get 

.4 = — (^-* cos w — y sin w), C= — {e-^ sin w + y cos w). (15) 

If one denotes hj 2 d the distance from the origin to the point M of 
the above surface and by i the distance to the tangent piane at M^ it is 
found from (14) that 

2d = «-«* + y\ i = y. 

From (2) and (15) it is seen that the principal radii of curvature bave 
the expressions 

jo, = — «-* cot w -f- y, Pi -- e-^ tan w + y. 

Hence tbese functions salisfy the equation 

2d — (p, + p,)i + p,p, = 0, (16) 

which is the condition that the sphere described ou the norrnal to the mir- 
face and with the segment betwèen the centres of principal curvature as 
diamcter passes through the origin. Therefore, the surface defined by (14) 
is one of the surfaces considered by Bianchi (*j j in fact, the expressions for 
the coordinates are the very ones which he has given. Elsev/here (**) we 
bave called the surfaces satisfying conditions (16) surfaces of Bianchi of the 
parabolic type. 

We consider now the case where p is a Constant different from zero, 
say e, and introduce an auxiliary function /3 defined by 

-i-=:r:g*co3 wsm Q. r.— =• —e* sin &> cos 5, (17) 

which are found to be consistent. By means of this function j3 and a, defined 



(*) Nuove ricerche sulle superficie pseudosferiche. Annali di Mat, 1896, voi. 24, 
pgs. 347-386, 

(**) American Journal^ 1. e, p 115. 
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by (13), Ihe first two of eqaations (10) can bo inlegrated. Tbe integrai is 

where h is the Constant of integrntion. Now we introduce the function t 
defined by 

-— ^ (y e* cos w -[-- sin w) sin S, -~ ^= — iy e' sin '.> — cos w) cos 8. 

The integrili of the last two of eqnationa (10» is found to be 

?■ ^ j- (r /3 + h) — et. 

The additive Constant of integration has been neglecied in thìa case for 
it only tends to replace the surfiice, with the above vaine of »*, by a parallel 
suiface. From (9) we liave for the coordiiiatea of this new surface 
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x — e-'-i^c-\-h) (cosflX, + sin 5 A",) -|- 
-}- r (— 8Ìn ; A', -I- cos 5 X.) + (y (e ,5 + A) — e r] X, 
and similarly for y nnd «. The coefficiente of tho linear element are 

A^ — e-" {i3 e -f h) 008 '-j A- [-/{^c ^ h) — e r] sin u, ) 
C = ~e-' (/3c -f- /i)sin w— [/(5c + A) — ct)cosu. ] 

If one gìves to the lettera d and d the same interpretation as in the 
fornier case, one finds that for the above Barfnce 

2 lì— e' — (p, + fi> <J + Pi p, = 0. i20i 

This is the condition necessary and sufficient that the epheres deacribed 
on the norma) with tlie segment between the centres of curvature as din- 
moter cut orthogonnlly the sphere 

^' + y" -V 3* = c'. (2ii 

Bianchi (') haa conaidered certain surfaees which bave this property an<l 
referred to tlicm as of the hyperbolic type. We liave given to ali surfaees 
wilii lhÌ9 pi'operty the name surfaees of Bianchi of (he hijperbolic type. 



(•) I.. e, i>-^. nST. 
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We denote for the moment by {, >?, C the coordìnates (14) and wrìte 
Xo = (?-• /3 (co8 fi Xi + sin e Xi) + (— sin 9^ + cos fi X^) -|- (7 /3 — t) X (22) 
and similarly for tfo and Zo> Now the expressions (18) may be written 

x=^hl -\' co'oy y = A >; + e yo , z^^h i; -{- e Zo. 

Henoe we have the theorem : 

The segmenls joining points on a surface of Bianchi of the parabolic 
type (14) and the corresponding points on the surface of Biakchi of the hy- 
perbolic type (22) are cut in Constant ratio by a family of surfaces of the 
hyperbolic type. 



§ 4. General case op a = ' • Surfaces of Bianchi. Case p = 0. 



If we introduce the functions a and /3 into the first two of equations (10), 
they can be given the form 

3 « «cose ap , 8p 

cu ^ ^m^i u ^ e u 

ì (23) 

d V ^ cos ^ ov ^ V 

The condition of integrabìlity of tbese equations is reducible to 

a«P a log sin 6 ap a log cos e a p ^, ,^^ 

d u d V d V d u d u d v ' 

moreover, every integrai of tliis equation leads to a surface of the kind sought 
and the further determination of the functions fixing the surface requires quad- 
ratures only. We have seen elsewhere (*) that this equation admits as a par- 
ticular integrai the expression for the distance from the origin to the tan- 
gent piane of any surface whose lines of curvature are represented on the 



(*) Amer, Journ., 1. e, p. 118. 
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sphert" hy tlie parametrìc lines for which the linear eiement ie 
di}', ^^ sin* C du' -\- 008' S d v'. 



(25 i 



Hence ererr surfane with tliis repreflenlation of ìts linee of curvature 
leads by quadralures to a surface with the 8|ilierical reiuesentation (2i, It ìb 
clear tliat the surface vfith the representation (251 whìch gnve rise to the 
surface with the coordinate values (18) is the Bphere of radius e and centre 
at the origiii. 

Consifler now Ihe /1-surfaee !^, with the spherical representation (25) and 
niiitlogoiis to Ihe surface defined by (14). For tlie general surface of thia 
kind the fuiictinns o, and ■/, wouid bc gìven by equatinns of the form (13) 
iind obtained from lìie latter by replacing w and $ hy S and a reapectively, 
where f is any floliitioii of the equations 



+ 



20 



= sin (f cos S 



9? , p _ 



A solution of tliese equatione is ^ ^^w - 
rcsponding to tbis value of y, then 



: — cos^ sin 9. (25') 

we talee the surface 5, cor- 



Hence the coordinates of the surface Si are of the fiirm 
Xi = — ^ e* (C03 wX", -\- sin a X',) ^ S X\ 
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■where the primed fuuctions are the analogues for .S, of the same functions 
without primcs for 6'. Tlie distauce from the urigin to the tangeut piane to .'^i 
Ì8 evidenlly — /3, so that — fl iy a solution of eqnation (24). When fhis 
valiK^ for p in substituted in equations (23) and they are iiitegrated, one dui» 

p ^r — I e' — e- • ( |5- + i-I [ , 

wherf k denotes the Constant nf integration. Then r is given by the quad- 
rai iin- 



\ I 



e'- 



!«•- 



' + i) i COS i 

* -(- k}\ sin 9 



\du 



- j3 cos fi d p. 



(26) 
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Frora (9) it is seeii that the coordinates of tha new sarface are 

x=-\ \e- — e--{fi* -f k)\ [cobOX, + sen9X,)+ \ 

+ /3 (sin e X, — cos, fi X.). .+ r X, ') 

and similarly for y and z, When the abo^Fe yalues- ara substituted in (11), 
it Ì8 found that 

^ (28) 

(7 = - j 6* -f- e~* (.3* + A;)| sin w — r cos w. 

One finds without difficulty that for the surface defined by (27) thefol- 
lowing condition is satisfied 

2d + k — {p, + p,)i + p,p,=0. (29) 

When k is zero, this equation reduces to (16), and when k is negative 
it can be written in the form (20). When k is positive, the sphere described 
as in the two former cases cuts the sphere, ¥rith radius \lk and centre at the 
origin, along a great circle. 

Hence equations (27) define surfaces of Bianchi of the elliptic, parabolic 
or hyperbolic type according as k is positive, zero or negative; to ¥rithin 
slight changes in notation they are the expressions given by Bianchi (*). 

If we denote by a^o, yo» «o*, f, >7, C the coordinates of the surfaces So, 
S'o of the parabolic type defined by (27) and (14) respectively, the coordi- 
nates of the surfaces of the elliptic and hyperbolic types as given by (27) 
may be written 

Hence we bave the theorem : 

The locus of the point which divides internally in Constant ratio the 
segment joining the corresponding points on the surfaces S^ and S'o is a 
surface of Bianchi of the hyperbolic type; when the division is ezterndl^ the 
locus is of the elliptic type. 



(♦) Loc. oit., p. 308. 
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"We shnll coiisider the surface, witli the spherical represeiitatìon wliose 
linear element is of the foi-m (25', which is analogous to the siiiface (le6iied 
by (18l and correspoDding to the solution w + n of the eystem i2d). If we 
denote by the same letters but witli subsciipt one the fiinctlons for tliis aur- 
face similar to those appearìng in (18), we 6nd that 

and 

rfri ^'!i e 'eoa e — sin 6) sin w (/ 1* — (iSc'ain 5 + eoa *) oos w (Z d. 
The distaiice from the on'gin to the taiigent piane to thia surface is 

i3i>, y r /',) — CT,. 
Substituting thÌ6 Talue in (23) in pince of p, we 6nd 
p — — ^ fl"(c, y + h.) + 1 e-« [(f, y-f A,l/3, + k— 2 eli r, — 2 ci], 
where t is given by (he quadrature 

rf i =; 6in w - I e' — e' fi' \ cos S -\- (ì sin ff rf ii - 

^ eoa w 1 e' — e ' il' j sin fi — /3 cos fi ti r ; 

from (26) it is aeen that ( is equal to the funrtion r for a surface of Bumcbi 
of the parabolic lype. The fiinciion r for the [>resert surfiice ia given by the 
quadrature \10j after p and p bave been given the nbove valuea. The coefB- 
cients of the linear element of the uew fiurface are rendily found from (11) to be 

^ — — — coaw I e»(r, 7 -j- A,) + e ' [{e,y + h,) S' + A; — 

- 2 fi ,3 r,— 2 e, fi + (r — cisin-w, 

C-^-'~~sin'^\e'(c,y -\- /i,) + e ' [{c,y + A,) 5'+ k — 

— 2 f 1 (3 r, — 2 r, < [ — (r — e ) cos a. 

It can be shown without difficulty that tliis surface satisfies equatjon (29) 
only in case e ia zero. By continuing the foregoing proccss we can find by 
quadratures alone a large membor of yl-surfaces with the given apheriral 
representa tion. 
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We consider now the case where p = 0. Then the first two of equa- 

tions (10) are satisfied by |o = and the last two give r= const ; the cor- 

respoiìding surface is evidently a sphere with centre nt and radius r. Ex- 

cluding the case where p is equal to zero, the first two of equations (10) 

may be written 

d\ogo . ' COSO) 

^^ + COS 5 C08 W = Ti > 

' cos 



du 
aiogp 



+ sin fl sin tó = 



sm b) 



dv I ''*" " ' gin 5 

From (13) it follows that these equations are consistent only in case 

a 
a 



? /sin (ù\ a /COSO) 

u \Rin hj d V Icos 



One finds readily that this condition is not a result of equations (4) 
with G a right-angle ; hence we bave the theorem : 

The sphere of radius r is the only surface determined by solulions of 
equations i(10) tchere p=^0. 

In a sirailar mauner it cnn be shown that for p to be zero in the gen- 
eral equations (7) we must bave /o + rcos^ equal to zero. Then r is a 
Constant and so also is p. One remarks that this gives the same result as the 
preceding case if we replace r in (IO) by rsin^r. From this faut it follows 
that the necessary and su/pcient condition that two surfaces he determined 
by the same functions p is that the ttco surfaces be paralleL 



§ 5. WhEH a IS ANY ANGLE AND p =: 0. SuRFACBS OF THE PaRABOLIO TyPB. 



When a is any angle whatever and p is a cons 
reduce to 

sin (7 ;t^ + cos ft) r p cos ^ — (e + ^ cos a 
u "-^ 

sin 7 ^ + sin 0) [ p sin ^^ -{- {e -\- r cos a 

a r 

sin a ;^ sin 0) Fp cos 5 — (e + r cos q 

óu "^^ 

• ut* 

sin (j ^ — h cosw [p sino -\- {e -{- r cos a 



ant, say r, equations (7) 



sin 6]=0, \ 



cos O]=0j I 
sin 6] = 0, 



cos S] = 0. 



(30) 



Eiètmkain^i SturfneM Analogons 



These pquatìoHS can be ehowu to be consistetit 


villiout 


anv 


lifficulty. 


Tbe expressions fur A and C tnay be reduced to 








j p cos w — (e cos a + sin " 


' \ 




^31) 


„ p aio «1 + (e cos 1 + r) cos w 


■ ) 





When e is equal to zero, the coordinates of the surface are 

x^=(pco8fi — r COS ositi fi) X, + fpe'w 5 -\- i- coso eoe f) Xj + r 6Ìn a X |32) 

mnd sìmitar expressions l'or y and z. From tliese expressions and (31) we 
fiad thnt this surface eatisSes the eondìtion 

2 rf — (p. + p,) à I- Bin' ap,[., = 0. (33j 

In arder to gìve an i n te rp relation to this equation we recali that froni 
the general defiiiilion of the .l-purface«, ab given in § 1, it is clear thst 
for the surface under discussion the point .1/ lies on ihe line which ia per- 
in^dicular to liie inilidl line in the fundamental )ilane and ìb iiicltned at the 
angle o to the latter. The length of the projection upon tliis line of the seg- 
menl of the normal to S between the centtos of curvature is evidently 

2i?^8in-7|p, -p,'. (34) 

The coordinates of the middlo point of tliis segment with reference to 
the fixed axes are 

a*, = z — i cos a sin 6 X, ■[- i cos o eoe X, -|- t sin 7 A', (35) 

and similar expreasiona for y^ and »„, where we have put 

, 8ing( j5i + pt) 

( 2 

If we denote hy A the distanoe of this point from the origin. 
in cotipequence of (32) 

which reduces by means of (33) and (34) to 
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Hence the spheres described on the projected segment as a dr«nmt6r 
passes through the origin. We shall refer to ali surfaees satisfying the equa- 
tion (33) as ^-surfaees of the paraboUc type for they are surfaees of Bianchi 
of this type when a is a right angle. 

We have shown(*) that if oue draws in the tangent piane to an .4-sur- 
face a line, which passes through the point of contact M nnd makes an 
angle 9i wilh the direction of the line of curvature v == const., and through 
this line passes a piane inclined at a Constant angle a to the tangent piane, 
the former piane well envelope a new surface (^i), provided Si is any so- 
lution whatever of equations (4). The parametric lines on the new surface 
are the lines of curvature whose spherical representation is such that the 
linear element of the latter is 

d(j'i = sin» e,du* + C08» Oi d v\ (37) 

The coordinates of the surface (^i) are of the forra 
Xi=X'\-{lco86i — (X cosa sin ffi).Y, +(^sinff, +f coscxcosflO^g + f^sinaX, (88) 

where 

X = sin a (il COSO) + C^n w), \ 



u. = sin (J ( — J. sin ft) + C cos wì ; ) 

and the coefficients of the linear element have the expressions 

M . (c A , ^d oì\ . 1 cos 6i — fjL cos aim\ Oi ] 

\du ^ dui ^ smo 

^ . (d C , 3 (o\ , X sin 6i + 1/ cos t cos 6i \ 
Ci = sin a 5 ^ a— H r 



(39) 



(40) 



We now apply this transformation to the surface defined by (32) and find 
for the coordinates of the new surface 5i the values 

X, -= [p {cos 6 — cos 5,) — r cosa (sin 6 — sin 5,)] X, 4- ) 

+ [p (sin 6 — sin ^i) + r cos a (cos 8 — cos ^i)] X^ ) 

and similar expressions for j/i and Zi. The coefficients of the linear element are 



(♦) Amer. Journ., 1. e, p, 148. 
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p ( co8 9 — C08 gil — r C08 q (sin ^ — sin OQ 

BÌnff 
pfsiii —sili *>i) 4- f MS a (eoa 6 — cosOi) 



(42i 



Denoting by d, and ;?, the ijuantities for ibis siirface analogous to d aiid J 
for A we find 



rf,= [l— C0B(6 — 


.l](p'-f-r'co8'<j), 




^, =^pBÌnc sin (5 — 


J,) —r Bill 3 coso [1 


— cos 



(»-».)], 



(43) 



for it oan be ehown that tbe following rclations obtain between tbe func- 
tions X,, X,, X for S and the analogous functiotis X ,^ X,, X' for S, 

X'i ^= — 008 w {X, eoe 6 -\- XtsmSì -\- \ 

+ 9in u [sin a X -|- cos o ( — sin $ X, -\- cos X,)] , J 

X\ — — sin u (Xi coB e + A", sin C) — (44) 

— 003 w [sin 3 X -\- cosff (^ sin S Xi -\- eoa fl X,)j, i 

A" ^ 8Ìn3( — sin 5X + cosfi X,)^ coso X, / 

and eìmilar relationa between the Y and Z. 

One finds now that the functions rf, , i,, p\ and p\ satisfy an equation 
of the forni (33), hence the theorem which is a generali/atìon of a result 
we bave found before{*\ 

The most general Bìcklcnd transform of an A-swface of the paraboUc 
tifpe is a surfuce of the sante kìniì. 

We bave now to detennine the lines on whicb to project the segment, 
between the cenfres of principal curvature, upon whìcli tbe spheres are to be 

described as in tbe case of the surface S. We denote by y -f- '- tbe angle 

whicb tbe projection of thi^ line upon the iangent piane to S^ makei witb 
the direction e = const, at the point. The coordinates of tbe middle point 
of tbe projected segment are of tbe form 

x,( =3:, — i, cos sin ^ X', -\- (, cos a cos -y X'. + f , sin o X', 



(•) Amer. Journ., 1. e, 
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where we bave put 



/, =.: 



^C?'. + P'0 



In conseqiience of the relations (44 f tlie above expression can be writteii 

x,e = x, -|- (, cos-j [(sin (i — tu) cos 6 -{- co8 9 cos(& — uisin'/} X, + 

+ (sin (; — w) sìd 6 — cosff C08 itf ^ w)po9fiì X,] \- t, sin o X'. 

If ve denote by At tho dietance from tbis middle point t<j the orìgin, 
we find 

a; = 2(/, -(/)■, -t-pt)(J. +(^' g- °-ysÌnM + 2^co9rjL, 

where we bave put 

L=;sin (ff — wi [p I 1 —cos{6, — S)\ -f r cos a sin (5, — S)] -f- 

+ coB ff (eoe (y — w) -(- 1] [psin (fl, — 6) — r cos o ] 1 — cos (S, — ff) [ ]. 

If iiow we put 

2 B, ^sin 3 ip', — ^',] 

and recali that an equntioii of the fonn (33) is satisfied by .s', il followa Ibat 
when ' Ì3 so fbosoii ihat L vaiiishes we bave 



But Ij vanisbes wben f = ra-j-i!, so that we know exactly bow tu 
describe for ò', tlie spberes which pass tLroug:b the erigili. 



§ 6. vI-ScuFACES OF THE ElUPTIC, HtPERBOI.IC ARD PaRABOI.IC TiPES. 

In considering tbe particular case wbere :7 is a right angle, it was found 
that tbe expression for the distanre from tbe origin tn the tangent piane to 
a Burface ,S', witb the spherical repreaentation (25) affords a solution p of 
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equatìons (10) and theii the ntlier fiinctions are g;iven by quadrature. Thia 
property can be sliown to exist for the cases nrising foi- niiy value of ^ 
and for the followint; reasoii. Given a surface S witli the sphcrical repre- 
sentation (2) and etfect upon it a generalized Bàcklchd transforma ti on of 
angle 6 as previously explaincd. Denote by MT the line of intersectioii of 
the tangent planes to the two surfaces. Froni oiir defiiiilion of sueh a tran?- 
formatìon it follows that the distance from the nrigìn to tlie tangent piane 
to .S\ is the projection of the length p for S upon the piane tlirough the 
line M T and perpendicular to tangent piane to S, . Since the angle between 
these planes is con^^tant, it follows that p is a solution of equation (24), 
when S in any solution of the system (4). Hence if we Imve a surface -S, 
in whose definition the same value of the angle a enters whioh we put in 
equfttions {7i, and if we doiiote by r, the functìon for S, analogoiiB to r 
for 5, a solution of (7) is given by 



and the complete determinatìon of the other functions p and r requires at 
most the solution of a partial differential of the first order aiid quadratures. 
"We bave seen that when j is a right-angle tbis delermination requiies qiia- 
draturea only and we Bhall fund presenlly a case where a is not a right- 
angle but fur which the delermination is of the latter kind. However, before 
we prooeed to thia investigation we want to cali attenfion to the fact that if 
lias juat been ehown Ihat when one gives an --I-surface iS'i and choses the 
value of the angle u there are an infinily of --1-surfaces of which the former 
is a transform by means of the generalized Backlond transforma tion. 

The equations similar to (4) when the spherical representation of tlie 
surface 5, is written in the form (25) are 






sina(^-^ 



sin <f eoa 8 — cos e cos y sin ù, 



- — ■ cos y sin 5 -f- cos a sin f cos T 



(45) 



A solution of thi3 system is <.• + r, In terms of tliis solution the equa- 
fions similar to (7) for the deterniination of the funclions jp, , p., r, which 
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determine a surface 5, with the representation (25) are 



dp[ 



dpi 



sin 1 sin w 7^ + 8in o cos w ^-^ 

G u u 



— sin 0) cos 6 [p, cos u — (/>. f ri cos t) sin w] = 0, 



d Pi - . 9 Pi 
sin a cos CD K^- sin a sin oj -^i- 

V óv 



dn 



cos 0) sin ff [p, sin w + (pi + ^i cos a) cos w] 

sin (j ^^ = — sin fl f Pi cos u — {p^ + rj cos a) sin w], 

9 ri 
sin 



= 0, 



(46) 



in a -K— = cos 6 [pi silj 0) -f- (jOi + ^i cos a) cos 'Mi] . / 

Suppose now that we bave given a surface Si determined by functions 
satisfying tbese equations. As we bave seen tbe function ri may be substituted 
for p in equations (4). Wben tbis substitution has been made and |)« bas been 
replaced by e^ in tbe tbird of equations (46), by means of the latter the 
first of (4) may be written 

8in<j sin w^ — le^p — — e*A + p [sin^cosw^ + (/»i + ri cos a) sin* « cos 6] — 

— e* sin a cos w ^ — e^ sin oj cos w sin ^ (ri + r cos a) = 0. 

u 

By means of tbe tbird of equations (4) tbis can be reduced to 

a 



sin (ù 



L |^e«p - Ì6'« + J* + ip, + ri cos a) r] + 

+ [cos 0) (p — ^^) — r sin w] j^ = 0. 

In a similar manner tbe second of equations (4) can be given tbe form 

d [ 1 r' 

cos 6) ^ \e^p — g- ^'« + 2* "^ (p^ + ^'i cos 7) r 

a Pi 
— [sin '/) (p — e«) + r cos ^^J y- = 0. 



We remark that wben pi is Constant, the .above equation can be re- 
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p^-g I e" — e-" [rf + 2ip, 4-r, eosc)r + lc)\, 
where i is the Constant of integration. Now r is given by 



dr 



n ra\pcos8 — 
-C08 w [;)8Ìn 5 



■, \- r coa^) sin £!|, 
- ir, -f rcoso) oosS 



\ 



witli p haviiig tlie valu* (47); it is evident that r is given by iwo quodrn- 
tures. Thus by quadratures alone one finds a large gronp of .■! -surfaces. Of 
particular interest are those for whicli p, is zero, tliat is the surface S, is of 
the parabolic type. We sliall consider these at greatei' lengih. 
For (ho sake of brevity we |nit 

A^f?-|- 2 r,r co? d -\- k. (49) 

Tbe rectaiigulnr coordiniites of the surface are tlien uf llie form 

x=n [e« — «-"i ] cose — Ir, + r coso) sin e X, -|- ì 



" '1 j sin ' -f- iì\ -\- r cos q) eoa 6 A'j -j- r sin <j X, 



where r is given by (48). The coeflScienlK of the linear element of this sur- 
face lire 



A 



J e" + f " i ] cos (j + ì 



\e-^e-h\ 



^ sur-^J 
(61) 



sin il 2 

Frorii these expressions one finds that llie fullowitig relation boldi 

2f/ 4- k^ip, -[-^<)(J +p,f,8in=^ =0. (52) 

In order to givo an interpretation to this equation, we draw in the tnn- 
gent [liane to the surface S defined by |50), and tlirough the point of con- 
tact M che hne which makes the angle f witli the tangent to the line of 
curvature r-consl., where the angle ij- has an interpretalion to be given later. 
At M we erect the norma! piane to this line anJ in it take the Une through 3/ 
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making the angle a ^ith the ìntersection of the normal and tangent planes. 
Upon this line we project the segment of the normal to S between the 
centres of curvature and with the projected segment as diameter we construct 
a sphere whose radius will evidently be given by (34). 

The coordinates of its centre (o) >7o) (o are of the form 

lti = x — < co8 <7 sin 2. Xi + < C08 a cos (f Xt -{- t 9im Q X (53) 

where t is given by (36). Denoting by A the distance from the origin to the 
centre of the sphere, we find that 

A* = 2 rf - (p, + f .) d f (Pi±i!y8in« a — 

— 2<co8(7[y|6« — «-«ò|sin(? — fl)— ' (54) 

— (r, + ^ cos a) 008 {(f — 5) -f- r cos a . 
We choose <f so as to satisfy the equation 

~ \e^ — ^-^ 6 j sin (y — 6) — (ri + r cos a) cos (<f — 6) -\- r cos (7 = 0; (55) 

then in consequence of equation (52) the equation (54) may be replaced by 

A* = i2' — i. 

From this it is seen that when h is zero in (,50) the spheres associated 
with the corresponding surface pass through the origin; when k is positive 

they cut in great circles the sphere of radius s^k and centre at the origin; 

and when k is negative the fixed sphere of radius \/ — k is cut orthogonally 
by ali the spheres. Theae surfaces are seen to be tìi generalization of the sur- 
faces of Bianchi of the parabolic, elliptic and hyperbolic types; in fact they 
reduce to the latter when a is a right angle. On this account we shall coli 
them the A-surfaces of the paraboliCy elliptic and hyperbolic types. 

We consider in particular the surfaces of the parabolic type S^ given 
by (50) whose coordinates may now be written 

ro=: — [e"*— e-^{r] -\-2tì\ cosa)j cos ^ — {f\ -\- tooso)s]i\e\ Xi + j 

; ' (56) 



t34 




Eiaenhat t. 



where now t is »iven by two quadratures from 

-e" (ri + 2r, icos» 



^1 



eiii <" TT- e" 



- ft*! -f (cos7isin5 



0* ri 



- e -» {r\ -\- 2 r, ( cos 3) | sin ff + 

-f- (ri -(- icoHoi cosil- j 



(57) 



One Bnda witbout difHculty that a solution of equations i30), in whìcli r 
is zero, è giTen by 

p = — e-"jr,«C0R; + -^]. »■ = s. (58) 

Henee & eurface S\ of tbe paiabulic ty)ie ìs dofìned liy 

*,=| — * "Ir, scoes 4- YJcosff ^ joos3Bin e X, -f ] 

I — e " ( r, s cos 0- -|- — sin 5 -f- s CO8 3 cos !/ X, + s sin a X, 

and rimiUrly for ya and Zg, wlicre a is gìven by 

sin o r— ^= sin w — e " 1 r, s eoa 3 (- - cos 5 — « eoa » sin 5 . 



(69) 



\ 



ir,s C0S3 "!- - 



sin '^ f- s cos(7C0B 



1,60) 



A coraparison of tli* cxpresiions (56) and (59) ahows ibat equations (50) 
may he replaced by 

x^x, -\- kx\, y -—y„ -|- ft i/'o, z =^Zt -\- ^^\ì 

[irovided r v» equa! to t -\- k 8, which condition is seeii to be satiafied in con- 
H.i(iuence of (07), (60) and (48). We bnVL> now the following theorein: 

The loeuM of the jmint ichich (livitles internally in Constant ratio the 
aegme»l jointng eorreBpondiny poinls on the tuo suvfaces of the parabolic 
typt S, and S\ it a eurface of the ellipfic type; and tvhen the diviaion tg 
exttrnal the tota» is of the hyi>erholÌc type. 
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§ 7. Another Property op Surfaces op the Elliptic, 
Hyperbolic and Parabolic Types. 



Let US consider an ^-surface of the parabolic type St with the spherical 
representation (25), where 6 is any solution of equations (4), and such that pi 
is zero. Such a surface may be defined by 

.Ti = — ( pi 008 (k) — ri C09 a sin w) X\ — ] 

— (pisin ft) + ^iOosa costó) X'2+ ^1 sinaXV ) 

and similar expressions far y» and Zi, where pi and f\ are any solutions of 
equations (46) after pi has been put equal to zero. By means of the rela- 
tions (44) the expression (61) can be reduced to 

a;, = ( p, cos 6 — r^ sin 6) Xi -f (jpi sin ff + r, cos 6) X% . (62) 

From the form of this expression it is seen that the point Mi lies in the 
fundamental piane determined by co. 

In this fundamental pjane we draw a circle of radius B and centro at 
the point Mq (ìTo , yo, ^o) which passes through 3f, where the values of B and 
the coordinates of M^ will be determined by subsequent considerations. We 
denote by l the projection of Mq Mi upon the line in the fundamental piane 
which passes through the origin and makes the angle S wi<h the direction 
rrzrconst. ; the used in this connection is the functio'n determining the 
spherical representation of S, . In consequence of (62) it follows that 

^0 -— {[fi + l) cos e — (r, -f m) siti 5] Xi -f ) . 

+ [(pi + /)«inff + (r. ^m)cos&]X. j ^ 

and sirailarly.for y© and Zq. The necessary, and sufficient condition that the 
above circje cuts a fixed sphere, with centre at the origin, in diamètrically 
opposite points or orthogonally is 

• l3iil = R' — ìc, (64) 

• "^ - - 

where k is positive in the former case and negative in the latter; further- 
more, where k is zero the circle passes through the origin. Replacing p, 
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in (63) by e" as formerly, we can put (64) in the form 

Now the cootdinates of Me are of the forni 
T, ^ ] f" — e " (rj + 2 r, hi ^- h)\ eoa:; — |r, + wjsjii5 A', f J 

+ 1- 1 e°--tì " (v; -j- 2r, m + ^•) [ sin e -f- (r, l-H») cosM A'^ . \ 

"Wq sha1l Bubject Ihese circles to tha further lìmitatìon that their axes 
forra a normal cfnigrnence, nnd denote by t, y, z the coordinates on one uf 
the orthogonal surfaces, which evìdently are ^l-surfaces. The coordinates uf 
tbis aurface are 

x = x^^tX, y—y^ + tY, z--=z,-\-lZ, (67i 

wbere t ia determìned by the condìlion 

V A dx.^0. 

When the above values fur Xo, ^m ^u i''e subatituted in ibis equation, 
it ìb fiiund that 

d ( = sin u I -1- 1 e" — e-" (ri + 2 r, m + *) | "os — (r, -|- »») sin fij rf « — i 



- j*" — e "(j-J + 2)-, vt + /■)] 3ini9 + (r. + w*)coa6 rft). ) 



168) 



Froin our definition of t and r it ìs evident that 

t^sin^r. (69) 

If we subatitute the values for j-^, yo, Zo «'"1 this vahie for t in (67) 
Kiid compare the réault with the general expresaion (9), we aee that 

;; -f r eoa a ^= r, -\- ni. 

We introduce an anxiliary function n, defined by 

p^^r, + n, m — r cùs 5 -|- h. (70) 
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For this surface we bave 

p = y 1 e^ — e-^ [r\ + 2 r, {r cosg +n) + k]\. (71) 

If these values for p, p and r be substituted in the first two of equa- 
tions (7), we are brought to the equations 

(«« cos 9 — Ti sin 5) ^- = 0, (e^ sin 9 + ri cos 9) ^ = 0: 

from this it follows that n is a Constant. If we take n equal to zero, the 
expressions (67) are the same as (50). 

Suppose now that n is different from zero and consider the surface par- 
allel and at the distance ntan<7 from the surface, for which p, p and f bave 
the values given by (69), (70) and (71). Denoting by r' the function r for 
this new surface we bave 

r =1 r 4- -— — ■ 9 
cosa 

and the coordinates can be got from (50) by replacing r by r. Hence the 
yariation of the Constant n gives only parallels of the surface (50), and as 
these are evidently surfaces of the same type, we bave shown that the >l-sur- 
face of ali three types, as defined by (50), can be got from an ^-surface 
of the parabolic type in the same way that Bianchi has fouud bis surfaces 
of ali three types from a surface of the parabolic type. 

If we introduce the angle a in such a way that the line Mo makes 
the angle a -{- 9 with the direction t; = conBt. of the fundamental trihedron, it 
is seen from (66) that . , , ..^ 

— ( e« — «-« (r! + 2 n r cos <T + A;) } 
ri + r cos 1 2 ^ * ' ' 

sin a = —z^ 9 cos a = ^= ) 

N N 



where 



N = J~ Uri + r cos a)* -[- i | e^ —e-^ (rj + 2 rt r cosa + k) |«1 • 

Now equation (55) becomes 

' / t A \ r cos d 
8in(« + fl — 9))=— ^• 
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Hence to construct the angle j ite draw tfarough fìnd wjthin tbe 
SBgle a -!- $ a line upon 'whìcb we Uke a segment of sudi length that it 
■ad a segment of lengti) rcos; are tbe sides of s rìght-angled triaugle whose 
hTpotheniue is M„. Then 9 is the angle whìcb tbe formar segment ninkes 
vìa tbe initial line v =^ const 



g B. NOEH&L CtcLIC Co)»K(mCB WaOSK ASSOCUTED Circles 

Pa98 TuRoera a Feod Poibt. 



A» ve jiave poìnted out before (*i, it foUows from the cxpiessions (39) 
fw '*■ «od u that for ali of the .4-siir(acas 5,, obtained from a gìven /Ì-sm- 
Smc 8 by meanti of tbe genuralìzei) Bacclusd transforma ti ous of tbe sanie 
ma^ », the points of coutact corresponding to a point Jlf of S lie in a ciicle 

5 «xie is normal to S at *V. Hence tbe cìrcles cnt the surfaces S, under 
■■ «on:^arit niiglu i. Wheii ? ìb a tight angle these cìrcles forni a cyclìc 

• ^ and eycX\ii ayotomo of (bis kind ai« tbe onlr ones for whìcb tbe as- 
iKKu*l«d cycJic congruence is normal i'*i. 

hi^vMì iiai eMtnhliflhed the foltowìng iheorem <,***> : 

A*Mn^ the rydir eongrufìicfs tcith a common spherical repreaentalìon 
ifiàtH- dtttlcpablts thert are hh infinitif tehoS€ aswciuted drctes pass throtigh 
■» fiK^ pfjint. 

W« feJjall rleiermine the normal cyclìc congmences whose circlcB bare 
tittf ijMVt*rty and for convonioncc we take the origin for the fixid point. If w 
4citar;Kitii«» llie representation of tbci^e oongruences, then ali these congruences 
aw ku9WU wiien we liave fouud ali the surfaces with tbis representation of 
tUfUf imw lof £urvatitri!, that ìf, wheii vre bave solved completely equation? (lOi. 

fcvjyje* tbat wo bave mucIi a surface; from (IH it Ì3 seen that the 
MtmOhirmuUiu functìonH >- and y. bave the values 



X^ 



OOSW Cf 
" BJU f ? H ' 

a lnti df_ 
sin d du 






si-f> 



(72) 



■■I. /'/«//!., 1. 0., [), Ifii. 

■ ■-«/, /ditoni, pag. it;*-*. 
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Às ali of the circles are to pass through the origìn, it must he looked 
upon as a degenerate transform and the circle must lie in the fundamental 
piane; consequently f/. must be equal to — r, so that p must be a solution 
of the equation, 

C06 6 sm w ^- + sin 6 cos w ^r^ = 0, 
cu ov 

This equation is satisfied when p is a Constant, say e. From (72) we 
have that X is equal to — p, so that if we denote by Mi the point ob the 
transforra eorresponding to M on the given surface, the projection of Mi 
on the axes of the fundamental trihedron are 

p (cos 6 — cos Si) — e sin 5, p (sin 6 — sin ^i) + e cos 5, 0, 

where St denotes the angle of the transformation. In order that the circles 
roay pass through the origin there must be a vaine for 6^ such that these 
projections an always zero. If we put tbem equal to zero and clemente p^ 
we get 

e [cos(ff~ «0 — 1] =0, 

from which it follo ws that e is zero. Hence the surface of BuNcni of the par- 
abolic type (14) is the only surface furnishing a solution when p is Constant. 
In consequence of (17) the above equation can be give the form 

d V d u d u d V ' 
so that when p is not a Constant it is a function of /3, say 

We have seen that p must satisfy equation (24) and also that /3 is a 
particular solution of this equation ; hence we must have 

so that 

P = Ci(5 + C2y 

where Ci and d are constants. From the form of equations (23) it is seen 
that by changing e, we get a homothetic system, and consequently these is no 
loso of generality, if we take 
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When tbÌ9 value ia eiibstitutsd is (23), we gei 

From ^72) it follows ihat 

As in the preceding cnse, we lietermine the conditìon that tliere liia'y 
exist » fancdon 0i so tbat projectiont of A/, may be zero; thìs gives the 
eqaatioDS 

y «"(©obS -eoa 5,)— ^ e *(j3' + 2/3c f fr)(cos5 -\- co8e,) + 

+ (/3 + e) sin fi = 0, 

-- «'iRÌn S — eiu 5,1— — e '1/3' + 2(3 e + k) 'sin fi + sin 9.) — 
z I 

— il3-\- c)co9 =0, 

which mav be replnced by 



sin (5^fi,\ cosffi — 5,) 



,(«' + «-•(?' + 2Pc + *)l 



For the sum of tlie squares of these two functions to be equal to unity 
ìt Ì8 necessaiy that k he equal to e'; then 

P= "2 M — « U= + '^' I- 

When e is taken equal to zero, thìs gives the smfjico of Bianchi of the 
parabolic type (27). From (25 i and (27) it is seen thst for values of e dìffer- 
ent from zero, the stirface determined by this value of p is the suifaee of 
Buschi of the parabolic typc derived from the surface parallel to the one 
giren by (25') and at the distance e from it. We liave then the theorem: 

Gìven the sfihericul representaiion of the àeveìopables of a normal ci/ellc 
rxmgruenee; the infiniti/ of cyrlic congruences with Ihis representuiìoti of Iheir 
developables ami for which ali of the assonated circles pass thraugh o Jixeà 
point are composed of the uonnals to surfaees of Buschi of the paraboUc 
type ichose lines of curvature have the given spherical representa 



sentalion. J 



to the Surfaces of Bianchi, 141 



§ 9. TUB PaRÀLLEL TrANSFORMATION of i4-SuRFAGE8. 

The coordinates of an ^-surface S, with the spherical representation of 
its lines of curvature determined by a solution 6^ of equations (4) are of the 
form 

ap, = [ — Pi cos 0) 4 {pt -\- r, cos a) sin w] X\ — 

— [p, sin 4t> + (pi + ^i <^^8 ^) cos w] X'i + ^1 sili ^ -3l', 

where pi, pi and ri are solutions of equations (46) in vvhich 5 has the par- 
ticular value 9i . By means of relations of the form (44) the above expres- 
8Ìon can be reduced to the form 

X, = [pi cos Si — (pi cos <j -f r,) sin fi,] X, + ) 

+ [ Pi sin 9i -f (pi cos <J + ri) cos 5,] X, + p, sin cj X^. ) 

From.this it is seen that when p, is zero the points of the surface Si 
lie in the fundatnental piane of the corresponding position of the trihedron 
determined by &>. But we found in considering equations (7) that when p is 
zero, the corresponding surface is of the parabolic type. Hence we bave the 
theorem : 

The A'Surfaces with the spherical representation of their lines of curV" 
ature determined by any solution of equations (4) and tvhose points lie in 
the corresponding positions of the fundamental piane determined by &> are 
surfaces of the parabolic type. 

We bave seen that the ^-surfaces of the parabolic type (32) are trans- 
formed by means of the generalized Backlund transformation into the sur- 
faces defìned by (41). The latter surfaces are of the class just considered and 
consequently are of the parabolic type, as we showed before in considering 
them in particular. From the result obtained at the end of § 5 and the fact 
just noted, namely that pi is zero for these transforms, it follows that the line 
drawn through Mt and upon which the centre of the sphere lies is the line 
along which the distance ri is measured, when the surface is considered as 
obtained from the fundamental trihedron determined by 5, . Hence the Backlund 
trausform of an ^-surface of the parabolic type (32) is a surface of the par- 




>-.^ ti nv Sii ^n» >39^ ifc ralwsv Ihk 
f% fi. =(». — ri ,Ta 

n .^ « BmXUEB tEBBOfanBMÌHK. n£ 







^ 
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Thìs expreasion reveais the fact tlint the surface S', can be obtaliied also 
by effecling upon S tho generalized BACKi-rno transformation of angle 5, and 
then byappiying tp ils transforni .?, the paraliel transfoimation of angle w + - 
.niid the viibies (741 of p, and r,. Hence w»? bave the theoreni; 

The successive applicaliun of a parallet transfortnalion of angle 6 and 
a BÀCKLUND trans/or matto» of angle 9, is eqvivalent io a Bìckldkd transfor- 
maiion of the sanie angìe and a parallet Iransformatìon of angle « + r. 

Wlien in particular S, and are equa), the espressione for tlie coordi- 
iiates of surfaces S , are independent of p and r, so that we have theorem : 

Ali the parallel Irans/orms afa suj-face /or ichich the transfor mation is 
delennined hij a certain angle 5 are transformed iuto the sanie surface by 
the generalized Backlusd transformation of the sanie angle. 

By geoniett'icHl consideratione one sees that thìs result is an evìdent con- 
sei]uenco of the respective transformations. 

In closing we state the following theorem which follows immediately from 
the forin of equatlons (7i: 

The necessfirg and suffident condition that two A-surfaces with the sanie 
spherical representation of their linea of curvature are determined hg the 
sanie functions p and is that the one is a paralisi transform of the other 
by means of this function $. 



Princeton University, May, 1905. 



Sur les équations indéterminées 

x^ -\- y^ =lC Z^. 



(Trolsiòme Note) (♦). 



(Par M. Edmond Maillet, ò Bourg-la-Reine.) 



INTRODUCTION. 



j, 



e me propose ici : 

I. de compléter un certain nombre de résultats obteiius par moi anté- 
rieurement Bur l'impossibilité en nombres entiers réels différents de des 
équations indéterminées x^ -{- y^ =:r^ z^ (X premier non exceptionnel, r pre- 
mier, 1 <C(jL<i'^')y en indiquant des catégories étendues de valeurs de l et// 
pour lesquelles il y a une infinite de valeurs de r donnant lieu à cette im- 
possibilité : 

IL de démontrer l'impossibilité en nombres entiers réels =|=0 des équa- 
tions indéterminées de la forme 

a;« -)- y« = fc «• (e) 

pour une sèrie de valeurs de a et b qui ont toujours en commun un fac- 
teur > 2. Farmi Ics résultats obtenus, je mentionnerai particulièrement les 
suivants: 



(*) G'est la suite de deux Notes antérieures parues, l'une dans les Mém. de VAssoc. 
frang. pour Vavanc, des sciences, Congrès de SJ Etienne^ 1897, p. 156, l'autre dans les 
Acta Malh.^ 1900, p. 247. Sa lecture exige au minimum la connaissance, par exemplo, 
d'un Mémoire de Kummeu (J. de Math.f 1851), de la Zahlentheorie de Dirichlet et Dedekìnd 
(non compris la fin de la théorie des idóaux), de die Lehre von der Kreistheìlung de 
Bachmànn, et, bien entendu, de mes deux Notes précités. 
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L'^quatìon indéterminéi! 



x" -\- y'' ^ a z'', ( fl > 2 1, 



(Ej 



est impossible en nombres entìers réels différeiits de ; 

I.° quand a est divtsible pnr 4; 

2.** quand a est pair et divisiblo par un iiombre 1*' 4 fc + 3 ; 

3/' quand 2<a^I00, a n'étant aucun des nombres 37, 59, 67 
ou 74 ; 

4." quand a n'a aucun diviseur premier >■ 17 l*). Les résultats 1." 
et 2." subsifitent pour (e) quand h^b'a, avec b' premier à a. 

On peut donc en concìure que, vraisemblablement, Véqvation (Ei ri-dessvs 
est impossible e» nombres entìers réels ='=0 quand <i >2 fpiobnblement aussi te} 
quand A = 2 « > G ou ò— 3a>9). C'ost une propriété anaiogue k ce\\o. 
qii'exprime le durnier théorème de Fermat (i" -(- y" ='= a"), non eneore com- 
plètement démontri^, malgré lea efforts de nombreux géomètres. 



1/" PARTIE. 



J'ai établi antérieurement (**) le tbéorème suivant: 
Théorème I. L'équatìon indéterminée 

X^ -\- y^ = (■',' 2* 



(*) On trouvera un résutuó più» Jétaillé des cas d'ini possibilità dans mes coniiuunì- 
catioos du 8 Mai 1905 à l'Acad. des Sciences de Paris [Comptes rerulus) et in 18 Mai 1905 
ù l'Académie des Sulenoes, Inacript.ion et Bellos-Lettres de Touluiiae {Mèinoires, 1905). 
Dans co qui suit, j'appelle, d'apròs Kumiiek [J. de Mal'-., 1851, t. 10) nouibre pi'einioi' 
non exceptionnel {réi/nlier dmis la terminologie de M. Hilbert, Din Tbeoi-ie der alge- 
braischeii Zahlhdrper. JahìvsÒericht der Dettlsch. Math. Veieinigung, ■!.*"'• voi., 189I-189j, 
Berlin, O. Rbimek, I89T, p. -129) tout norabre 1" 1 s 5 qui ne diviae le numórateup d'aucuri 



des - 



-3 



premiere nombres de Bernoulli. D'uprós Kummer, tout noiabre premie 



et ^ 100 autre que 37, 69 ou 67 est non exceptionnel. 
(•*) Ada Math., 1000, p. '-'5"i, thónr^me III. 
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(À i'* non exceptionnel au sens de Eummer ^f > 3, r, premier^ fx < X) ^5< 
impossible en nombres entiers réels : 

1.^ quand r" = — 1 + e, >. {mod */*), ri étant un au moins des nombres 
1, 2,. ., À — 1, qui dépend de À; 

2 ° (/wawrf X = 5, 7 OH 17, é'^ r;* = 4 {vwd )}) ; 

3.'^ quand X = ll é'/ r'; = 5 ou 47 (w/ot/ iT) ; 

4.<> 9i/aw(i >. = 13 (?/ r," = 17 [mod ì^ ) . 
Qiiand :^ = 1, on sait qu'il y a une infinite de valeurs de ri auxquelles 
ce théorème est applicable; mais peut-on affirmer la mème chose quand 
a > 1 ? De ce qui suit resulterà que Ton peut très-souvent répondre affirma- 
tivement; il en est ainsi, par exemple, dans le cas du 1®*" alinea du théo- 
rème I quand (jt est impair, quel que soit X (non exceptionnel et > 3). 



IL 



Je vais m'appuyer sur le lemme suivant : 

Lemme I, La condition nécessaire et sufflsante pour que la progression 
arithmétique ax -^ b {Oy b premiers entre eux) ren ferme une infinite de puis- 
sances (jl^"*^' (fx>l) de nombres premiers est que b soit un résidu de puis- 
sance fx^'"* (moda). 

Ce lemme a-t-il été énoncé? Je pense que non, sans pouvoir le certifier. 
Mais sa démonstration est assez facile, et j'en ai besoin pour ce qui suit. 

On sait que la progression arithmétique ai a: + Ai (ai, fci premiers entre 
eux) renferme une infinite de nombres premiers: cette proposition, que Le- 
GENDRE a essayé en vain de démontrer, a été établie en general, quels que 
soient a et ò, par Lejeune-Dirichlet (*). Soit donc un nombre premier 

2)i = airc + fti; 
on a 

p^, = (ai re + b,Y ^-. &^ + a, X 



(*) Dirichlbt-Dedekind, Vorlesungen liber Zahlentheorie, 3.*™» ódit., 2.*« Abtheilung, 
Braunschwei<^ (Brunswick), F. Vioweg, 1881, p. 342. Voirencore Dirichlet, ^^r/m. Ab^ 
handl.y 1837, p. 45; Oeuvres, t. I, p. 313. 
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Soit b, Ifl pltu pfttit r^idu de &," fmoda.t: p[ est conlenu dans la pro- 
j{r««rion arilhmétique *, -|- o, X, . Toutes les pnissam^es "*"" des Dombres l"' 
de U progr«MÌon o, a: -f- i sont rontenties dans la mème iirogression ft, -f- w, A',. 
Donc la condilion éiioiicée iiu lemme I est ni^ceiisaire. 

InTcnwmenf, f»Ì b, est un résJdii <ie puissance .v*"" {niod o,1, on (heut 
Irouvflr ft, tei que A^ ^ 6, (mod a, > : tout riomlire premier de la forme a, r -;- fc. 
a «a pupRHance (*'"' do la forme a, X + A;' ^a, X, -j- i,. et la progressìon 
ff, Y, H hi conticnt une infinite de puissances u*'"" de nombrea I.'" 

Remarque 1. Ci; qui precèda donne mème un moyen d'avoìr, d'après les 
réftultatH connuH potir le nombre des nonibres premiers inférieurs à N con- 
tenus dans la progreB)*ion arithm^'tiqne a x -\- h' lu\ h premiers entre eux', 
uno limite inférieure ou une vnìeur asymptolique du nombre des nombrea /V 
(p premier) conti-nue dans une progresaion arithmétique ax-\-b. 

Lo» puigBBlioes p*"*"' dea nombrea premiers, avec p-1<CN, de la progres- 
iion aiX-\- bf nont tela que p, appartieni à une dea piogressions OiX -f-^, , 

nveo pi<iN'' \ et réciproquemcnt. Le noaibre dea progresatonB Oi x + òj tellos 
quo les puisaaiices f*'""" di; leurs nombres premiers soient de la formi* 
Hi \ -[• bf est alors rigai au nombre r dea solutions de b^ €= h, (mod a,), 
nombre que l'on sait calculer; [mr exemple ("), BOÌt a, ^ >f et > premier 
im|)air, J lo p. g. t>. d. de a. et U — \) ).P-*: on a v^=ì. Chacune de ces 
progreasions a d'ailleurs aaymptotiquementC*), e. à d. pour i\r suffisammeiil 
grand, 



lA" 



logiV- 



(l i- *), (»i constante convenable indépendante de ft,) 



nombres pretniers infi^rieura à 2V". Donc a, X + èj (oi 1" à h,\ renferme 



-(!+•.) 



log*" 




(*) StiNHiM, Aljf^'V vipMcure, i. II, r>.*"" ^ililion, Paris, ]8S.'>, |t, 85. 
(••( Pb la VnxBK-PmiMlN, ,4ini.j. de tu Soc. SciVi»/. dr Bruxtll«4, t XX, 2." 
Il", \SM. (1. Si da MAiu»lro; Hmiamar», Unti. .Sk-. Mal/,., WM, p. '.'17319; t, i^ oi 
limiUi li i|iianJ .V orolt inil^Hniturot. 
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puissances fx*""*^' de nornbres premiers inférieures à N^ à la condition néces- 
saire et suffisante que 63 soit résidu de puissances jx^"*® (mod a,). 

Remarque IL — Quand a, = }.P(X premier), la condition nécessaire et 
suffisante pour que bs premier à X soit résidu do puissance u^"*® (mod a,) est 
que ^3 = ^4 (modXPj, et, si i est le p. g. ed. de ^jl et '^p * (X — 1), 

bs ^1 (raod }JP) Lorsque fiy et par suite <J, sont premiers à X, 

63 = 1 (mod '/P) 
entra ine 

^3' = 1 (modX), 

et inversement. Par conséquent: 

La condition nécessaire et suffisante pour que la progression arithmétique 
}J(^ X -{- b (b ì ^ à ^y l premier impair^ p^ 1) ren ferme une infinite de puis- 
sances u*"*' (a premier h X) de nornbres premiers est que b soit résidu de 
puissance fjt*«« [modi). 

Quand ^x est premier à X (X — 1), = 1 ; dono : 

Toute progression arithmétique /i^x + ft (b P^ à X, X p^ impaiVj 
p^ 1) contient une infinite de puissances fx*"" de nornbres premiers^ pourvu 
que p. soit premier à X (X - 1). 



IH. 



Je considère d'abord la progression arithmétique — l+^i^ + ^^*^ l^ 
premier impairì, où e, est un quelconque des nombres 0, 1, 2,..., X — 1, 
et je cherche la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle renferme une 
infinite de puissances fx*"®" de nombres premiers, avec fx premier à X. Soit ò 
le p. g. e. d. de (x et X — l,.et (x = (Xic^, il faut et il suffit 






(— 1) = 1 (mod X), 



=S»5: 



, est impair, pwnyH ok pnaiér Ì ~¥^ =3y- ì^ne : 
I oondilioB nfftiairF «t iiÉEaHite |«ir <|ac b prograsion antbmétiijue 
>' z 4- fi ^ — 1} ob À est I* òapaòr cS r. ■■ yfaifcg Be des nombres 0, 1, 
V,..., À - 1, renfeme ms ■£■!•» d» paioMBCvs (i^" de nombres premiers 
(fi |)r«niier \ >i e«t qwr « aaà At &» finve I -^2ijr, d«(aDt le plus granii 

c»mmun diviseiir de a et j 

=4jf— 1. Quand a = 2"ix\ 
-2"** ^ f 't eoit ì. un iiombre 
[ pcat toojoDrs, sì o"' est 1» 
1 — t:«-> i a ^ où 2" (? est 
tét fÌQs hant est alors lou- 



«t a «& 

i"j, ; — 1 

w»b fai 

b iiiwiaMB a 



Ainsi, qunod a^=i,i 
Ifi impair), il faut et il «& 
|iremier quelconqae de b ft 
[t. g. 0. d. de 2 ei », te 
le |). g. p. d. de a ♦* i — 1 
joiirs rem|jlie. Dès lois: 

Lemme IL Soit i. ■■ mtmirw pnmmtr imfair, r, «k qmtletMqué des nom- 
bres 0, 1, 2,...,À — ] c km ti «rb ' fr ■ ■ t wmI , y ^ ^ y (p' imtpair) un Nomfrre 
premier à >■. La comditiém mAttmìn H amffammie ptmr que la progression 
ar'Uhmélique )-' x — e^X — t rtmftnm *mt tmfmiU é* fmitsomets i**"** de tiom- 



' 2** ' jf, re qui a toujours lieu 
• pota- une infim 



bres premiers est qme 1 ami Jt ìm firme 1 - 
pour n ^^0, e. à. d. ^ imfmr. 

D'api-è:j cela, le 1^ aìimit ém tknrim* I t'mppiiqmi 
de valeurs de rj ; 

I.* quand a imf4nr ■<*; 

2." quand a ^ 2 a , (j impair, ? <C *', * ^ 4 A -i- I ; 

3." quand . ^^ i ,- , ip imporr, m<iX\ l^^Sk -j- 1; etc^ l étant uh 
nombre 1^ non exteptiommel, en partiaititr « i^ 100 est =1=37, 59 ou 67 _ 



Je passe aa 2'** alinea du théorème L 

Soit y=b, 1 ou 17, »T^4 fmod/.»l, i le p. g. e. d. de y et X — J, 
= «' ^; il faut et il soffit, d'après le lemme I et la remarque II, pour que 
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la progres8Ìon arithmétique 4 + /.*ar renferme une infinite de puìssances fA*"**^ 
de nombres premiers (^ l®*" à /.\ que 4 soit ré8Ìdu de puissance jx*"® (mod X}. 
Il faut dono 

4 ' = 1 (mod a). 
et cette condition est suffisante. 

4 4 

Quand X = 5, 4 = 1 = ( — 1) ' (mod 5), <J = 1 ou 2, ^=z^ i et {x' im- 
pair, par suite pt = fx' ou 2\k\ pour (a<;5, fA = l, 2 ou 3. 

16 

Quand X = 17, 4^= 1 (mod 17), y^4, cJ=l, 2 ou 4, a = fx'J et ,x' 
impair; pour fjt<;17, fx est un des nombres 1 à 15 sauf 8. 

Quand / = 7, 4'^=^1 (mod 7), i=\ ou 2, fx = fx'(J, et ^ !.•' à 

pour fx < 7, (X = 1, 2, 4 ou 5. 

En résumé, le 2J'"^ alinea du théorème I s^applique à une infinite de 
puissances /x^™" dUm nomhre premier: 

1.^ quand X = 5, pour f= 1, 2 ou 3; 

2.^ quand X = 7, 2>0Mr (x = 1, 2, 4 om 5 ; 

3.^ quand )= 17, powr ^=:fm rf^5 nomhres 1 à 15 sauf 8. 



V. 



Je m*occupe raaintenant du 3*"® alinea du théorème L 

Soient X— 11, r'/ = 5 (mod lì*), d le p. g. e. d. de fx (1*^ à 11) et 
A — \ =z^ 10, fi = ^^' J. Pour que la progression arithmétique 5 + Xa::* ren- 
ferme une infinite de puissances fx*"" de nombres premiers, il faut et il suffit 
que 5 soit résidu de puissance a*"*® (mod. X), e. à d. 

10 

5'^ =1 (mod 11), 
(J = 1 ou 2, (X = fx' e?, avec jx' V^ à -y ; quand a < 11 et cJ = 1, fx =::= 1, 3, 
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7, ou 9: quand ft<;il et 5^2, fi =^ 2, 4, 6 ou 8: « esi un dea nombres 
1 à 9, sauf 5. 



Le Cfls de rj' = 47 [mod. 11 ) conduit à 3 ' ^ 1 (mod ti) et donne Ics 
méities vnleurs de u.. 

Le 3'"' alinea du theorème I s'applique à une infinite de piiissances fi' 
de nombres 1"' quand y est mi des nombres 1 à 9 atttre que 5, 



71. 



Je pasiw enfin au 4*'°"' alinea. 



i 



Soient >. = 13, V; = 17 (mod 13 ). i le p. g. e. d. de ;« et )i — 1 = 12, 
fi=ft'->: on est conduit à la condition nt^cessaìre et su{!le<ante 



17 =4 



= 1 (mod 13), 



poor que la progression arithmétique 17 -|- l' x contienile une infinite de puis- 
sances u*"*^ de nombres premìers. On a, pour j; < /-, '^ = l ou 2, « ^= 1, 2, f», 
7, 10 ou U. 

Le 4'"' alinea du théorhne I s'applique à une infinite de puissances 
p**" de nombres premìers quand u. est un des nomhres premìers 1, 2, 5, 7, 

10 OH 11. 



2.'"" PARTIE. 



vir. 



Lemme HI, Soit t une unite compiere formée aree une racine ''/'" ima- 
ginaire a de Vnnité (/. ^^ 3 ou l non exceptionnel). Si t^k mod (1 — a)""'* *', 
ok k et m sont dea enliera réels, on aura t=^**", t„ éiant une unite roiii- 
pleie ; réciproquemtrnt, si i ^ s^", on a t ^k mod. { 1 — «,'"'* ". 
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En effet, pour m = l, le resultai est vrai, d'après Edmmer(*); j'admets 
qu'il le soit pour fw = « — l ^ 1, et jo vaie montrer qu'il est vrai pour m = t. 
Donc, si «=& mod (1 —«/•■-'>(* •>, . , . 

e=.,_r. (1) 

Tout nombre complexe N non idéal est de la forme 

N=Ao + A,a-\ + ^i-,a^-'; 

je pose 

7 = 1 — «, a = 1 — y, 

m 

si Bo est V^ k >, autrement dit si ^=1=0 (iiiod y), je dis que l'on peut choi- 

sir i'entier l de fagon que 

ci^N=Bo (mod-/), (2) 

autrement dit de fa^on que B, ^ (mod X); quand cette congruence sera 
satisfaite, je dirai, avec M. Hilbert (**), que a^ JV est semi-^ritnaire. Un nombre 
complexe semi-primaire est arasi un nombre premier à y et congru (mod y') 
k un nombre non complexe. 
En effet, 

«^ N =(1 - yY ( B, + B, y + . , .) z:^ 5, + y ( B. — J B„) + y' C, + • • • ^ 

et je puis prendre l de fagon que 

B. — / Bo s (mod X). 

Je choisis alors / de faQon que «'i_j = a^6|_, soit semi-primaire (***), ce 
qui est possible puisqu'une unite complexe, dont la norme est 1, ne peut ètre 
divisi ble par y, do^it la norme est X. 

D'après (l) 

e = e',_f * = (Bo + C.y + ... + CA.a/'Y *^^<mod/^^^^ (3) 

puisqu'on suppose «=& (mod y*<^-*^). 



•(•) J.'de Maih., 1851, p. 487 J a ravant-dernière ìtgtie de Ténoncó de.KuMMER il faut 
lire «iiooibre noa complexe» au lieii de «nombre complexe». 

Quand X =3, t m k (mod 3) entraine t = dt 1, comme on le vórifle de suite (voir Bach- 
MANN, I>ie^L^fire von der Kreistheilung^ p. 186). 

(*•) Lòc. cit.,. p. 368. . 

(**♦) Oette condilion n'óst pas indispensable. 
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u cw oit il 

f r". 


premier des cot'fficients réels C, 
y eli aurnit un: on a j ^'' 


,..., Ci-, qui soìt - 
— 2, et, [tuisque >. 


-= (mod /\ 
est divisible 


er-^ 


x<- B;-- 


C,y H t-Ci-,/ 


-'H =i(mod 


^.a-O); 


Or 


— »=.o, 

i divÌBe 


(-1(11-. _!)... (li-. 


-«) 


1 


aree u et À*- 
nnc« de y qu 


est toujours divisible 


par /.'*', et la plus petite puis- 


dove: 


iC,y 


+ --- + C'-» ■/-•)» 


eat y}'*; 






Bi' + •>.'• 


sr-Q^-i-s 


mod jJ.H{.--0(i-.) 


(4) 


j etani ^i- 


- 2. D'abord 








b;' 


' — J = (mod /'^ 


(• OU »)• 




Bf- — t est 


un oombre 


réel de la forme 








o. 


+ a,> + ■■■-ho„) 


" + ■■■ 





«Tee a., o,,. ., a«.... positifs et </.. ce qui esige a,, Oi,..., a,,, .. nula 
tant 4)06 «i<Ci; par suite, B^"' — k est divìaible par >' ou par y'^'-'K La 
engTMDCe (4/ mentre alorsque À'' CjyJ est divisiblo par /' '■f''*-'"*", e. ad. Cj 
dirisiUe par /; Cj, étmit réel, serait divisible par >, cotitrairement Ji l'hy- 
pofUw. 

n ea remile que, dans (3), C, ,..., Cj^, soni divisibles par >, e'i-, = B,, 
(Mod >f, ei, d'apra KtmMBii, (',- , est la puissance 'f.^"' exacte d'une unite com- 
flr» u (ce ({ui a encore lieu pour À^S). D'après (t), 



Eioproqnement, si t e»t de cette forme, en mettant e,- sous la forme N 
«n toH qae t est congni à un nombre entier non complexe (mod X>) cu 
imti /*-"*», et inénie (mod y'+'i*-'),. 

e. q. f. d. 
IV. La forme u}' + r^ (»> 0, X premier im})air),oÌt u et v sont 




des nomhres reels on compleres vé-ritabUs (•! preiniers entre eux et h ''■ formés 
aree une roane X'""' imaginaire x de l'unite, ne peut étre dhisihle par y = l — a 
que ai elle l'est par ^''*i^-''^ >. pouvant étre exceptionnel oh non. Si méme n 
et V sont réfls, cette forme n'est divìsible par y que si elle l'est par y(''0(i-i). 
Ed eiTet, on a 

a»'4-«>' — («*'"'+ »'■"')("*'"'+ «f*'")- ■■(" + **-' "''"'); 

l'un des facteurs du 2*»" membre est divieible par y; 

u*'~'+ «'■i;*'"' et u''"'-f- a' tJ*'~ 

oiit leurp. g. 0. d. qui divise («'' — «•) v^' ' et (et'"— «') w*'"', par suite 1 — « =>- 
(rnul ounon);»*' '-fa'"»^ *' est donc divìsible paryqnelquesoitr^O, 1,...,). — I, 
puisqu'il l'est pour one valeur de r. D'ailieurs («'«)* =^h*, («'' i;)' ^i''^ on 
pourra donc ericore supposer 

u^a + y'Q, tJ = 6 + "/• fl, 

où a et lì sont des entiers non csomplexes, Q, B des entiers oomplexes, e. à d. h, 
V semi-primaires. Alors 

w^*"'-i- w'^'^O {mod y). 
Quand i= l, 

H + v^o + 6 + y'{Q+ fi)=0 (tnod y), 
d'où n + 6 =0 (mod y) et a + b = (mod X); 

il eii réeulte w -f e = (mod y'), 

H^-|-i;* = (mod y*^^'); 

le théorème est vrai pour t=l. 

J'admets qu'il le soit pour ni ^ 1, 2,..,, i — 1. On a 

„j— ^ ^y-'-O (inody*+''-"l^ "), 
et puìsque «*'"-[-«'■ r*'"' est divisible par y, 

,/_]. t,J'-() (mod /^'l^ "). 

La démonstration est presque la raème quand « et v sont réels; alors 
«4-r = (mod /-'). e. q. f. d. 
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Ces lemme^i III et lY permettent de genéraliser ud resultai qne j'ai obi 
tenu antériearement (*;: 

Théorème II. Soìt ì. un nomhre premier noti extepHonnel : l'équation 

u^'+v^' =EiaHl^xy'-PAn^' [y>0, ,^X— ;3>0, .5=0, 1,2,... oui) (5) 

est impossihle en nombres enliers =>]= ri'els oti complexes u, r, te (u, v n'étanl 
pas idéaux) ì'" entre eux 2 à 2 et à l, et formés avee une rantie i'"' ima- 
ginaire a de Vvttité, E in) étant une unite omplexe, et A un nimtbre enlier 
eomplexe 1"' h 't. et égal à l ou de la forme q",-. . . j;*, oò 9,,..., g, sont dn 
farteurs premierg différenis, tdéaux ou non, avec p^> — ^3. 

Si en partiru.'ier »S:'- — 1, |5| est tmposstble quel qiie snil jti — fi^-fl 

Ce théorhnr regie trai pour J. ^ 3, ^ = 1. 

J'ai établi ailleiira ce réauUat pour t ^ 1; gràce aux doux lemmea pr( 
cédentH, le méme méthode réussit pour t^-l. Od peut toujours supposer 1 
r aemi^priinaires, 

D'après le lemme IV, fi >. — fi étant > 0, il ,faut supposer 

ft> — ;3^2 + ((>. — 1), ì 

Od a ici pour 2 valeureau moina r, s différentes de 0, piiisquep^). — ^3(*' 









(*) Aeta MalK, ìoc oit, p. 248 (cas où i = 1). 

(**) tiott «MAr« X^'i, A^ '-^; les nombres oomplcxes sont ici formés avec 
ntllU eaWqw twgiwwim d« l'nnité, et 2 reste premier (e. à d. est indécomposable CD™ 
Utn). ìtim mAmes raisonnements sont eneore applicables à moins tjue fon 
^ M Nra 4e (7) M (S), 

ii'-' + i'e''"' = rer2'";', . 

.'-■ + ..«'•'=,,.1»', 

»'■' + »''''-,"•-"-'*'£'«'■', / 



x^ + y^ = ciK 357 



■r-gi^y^ f i^a ■ i j V 9V ^ * n iiF" ni»^^" 



oh ^r) ^« sont des unités complexes, ii\ ti des puissances X^^°*®" exaotés non 
ìdéaleSy puisque les 2 premìers membres de (7) ont le p. g. e. d. 7; X n'étant 

pas exceptionnel, <i' *, ti*'*^...y tlj U existent (e. à d. ne sont pas idéaux); 
de méme U existe^ car X n'est pas exceptionneh 



d'oìi 



= 0, 



1 a* e, ^ 

1 1 ^'^'''''-fiE'w'^' 

(x» _ al) Y»^^- «>-^ E' w'^' - (1 - a^) e, tì' + (l,- »») e,. '2f il' -= 0, 
ou encore 

où e et Ei sont des unités complexes. 

On a p^O; si p-{-2 — i'>Ojf^=zio\i i— 1, i ^3, (13) doìt encore avoir lieu, et e est 

la puissance 3»®™® d'une unite complexe; Ton est ramenó à l'équation 

au lieu de (15); ici 

3ii' — p = 3ui~3— p^2i, 

d'après (13). Je puis encore admettre, u^ et t?i ótant premiers à y» qu® 

avec 0, /? entiers complexes, Cq, c/q entiers non complexes égaux à 1 ou 2, e. à d. que 
u, et i?! sont semi-primaires (p. 9). On en conclut: 

2f cf + df+S y2*+2 =* ^1 to'^V^A*-!)-/? , 
(S entìer complexe), ou 

2/c5' + c/r»0 (mod 0), 

dès que p=0 ou dés que t^2. Or cl\ df sont (mod 9) d'une des formes 1 ou — 1 ; 
quand /•=3a + 6>0, avec ^=«1 ou 2, a entìer, 2f est (mod 0) d'une des formes ±2, 

ifc 4 ; donc 2f cf + rfj' est (mod 9) d'une des formes rt 1, ±3, ±5. Il y a alors impossibilité. 
. . On en conclut, comme dans le cas general, l'impossibilitò pour i = l quand P «= 0, 
pour t = 2 quand p *= 0, 1 ou 2 et pour t>2. Donc 

Théorème H bis. L'équation m»' + t?»'= E (a) y-^^-/^ 2««+* «?«' (p. > 0, p ^ 2, ]x X — p > 0, 
ò = 1 ow 2, 3 a -h 6 ^ 0) <?5^ vnpossible en nombres entiers -|« rée/s om complexes formes 
avec une racine cubique imar/inaire de l'unite premiers entre eux 2 à2et au nombre 3: 
1.0 quand t^2; 2,o quand i = 1, p -= 0). 

Remarque, On sait que x^-\-i/^ = dz^ a des solutions =|«0 et premières entre elles 
2 à 2 et au nombre 3 (iVowy. Ann., 2^^^ sèrie, t. 17, 1878, p. 454). De méme a^+yS— 2.3* ^« 
a la solution 17, 37, 7 (id., pag. 425; P.'pépin,/. rfe Math., t. 15 2>« sèrie, 1870, p. 217)' 
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Eti mèmc t*mp» 

»>■ '+v'' '^y*^-? '"£ ui.4. w .«f, (8.1 

OD E est Que unite complexe, A,tc'i*)^' on nombre conipIeM vérìlable (ou 
disunii A, diviseur de A, f,, f,, v>' premiere entre eux 2 à 2 et à >. De (ì) 
ei (S) <Mi tire, éliminaDt u et v: 



1 «•■ «,(r 
1 «• e, (.'' 
1 1 E y^^-P ^ A,u>^ 



(9) 



et, GII déreloppant, 

e,(;'(l— «■; — e,(;'(l— .'■i +(«• -»'-))'i' * '£ ^,t(?'' = 0, (IO) 
oB eneore 

/;' — .(;' = £,/!,!»'' ■/'*'', (11) 

t et E, étant des unités complexes. Les nombres fri '• sont des nombres com- 
plexes Téritables, CD sorte que 

t^! -^c (mod V), (;' = c, (mod i% (U) 

où e. e, soDt des entiers non complexes. D'aiUeurs, on a 

(,.-l)X-S^.-(i-l) (IS) 

dèe que 

(,;, — 6^ii>-i) + >.-(i+ i)>. — I. 

Je !ii|ipose(*) |5 + 2 — 1>0, ,3 étant ^0: d'après (6), 
^^i+h ,-).— ^^(.-+1)*— ;33=(i+l)l- 
4ta ^ 0^(; or ;9> / — 2; donc (13) a lieu qunnd 

S=ioui— 1, 1^/3+ 15=». (14) 

<(||« «iilralue alors, d'après (12) 

e— <c,uO (moJ •/(' 'I); 

. #)«H-2-.-0et. ;-P — ■i<>, oaa «ai; (;» -l)»-pa(.-l)i-P n'esl 
^^ ^tlme ii i'aX+ p. Si I — ? — :?&1, (>^. L,o u-ia uii i>X est dia-uté plus ioiiu 
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d'après le lemme III, t est la puissance X*^*"^ d'une unite complete e»*. Posant 

(11) donne 

^'r_j. ,,'>' ^ ^^ ^^ ^'A' y^ >-^ (15) 

équation de tous poìnts analogue à (5), mais où l'exposant de y est diminué 
de /. L'exposant de (15) doit satisfaire à (6); le méme raisonnement conduit 
à une équation analogue à (15) où // — 1 est remplacé par (x — 2; et ainsi 
de suite. On finirà par trouver une équation analogue à (11) où l'exposant 
ne peut plus satisfaire aux conditions (13)^ et Ton est conduit à une absur- 
dité quand (14) a lieu. 

Ceci podéy on remarque, si 

u'*-' = U, v^'-'=V, t€'^''' = W,0<j<i^l — ì (16) 

que (5) donne 

U^+V^^:E{a.)yl^^'PAW'\ j<l—l. (17) 

D'après ce qu'on vient de voir, cotte équation est impossible pour /3 =j 
ou j — 1. Donnant à j les valeurs 1, 2,..., t — 1, on en conclut que (5) est 
impossible quand jS a les valeurs 0, 1, 2,..., i{t^\ — 1), et le théorème 
est établi pour t r^ X — 1 . 
En particulier 

Wi^-+ t;>^- =E{a) y^^ P A W^'-' (18) 

est impossible quel que soit |3, (p<C|xX). 

Enfin, soiti^X: on fera encore dans (5) le changement de variables (16\ 
mais en supposant ^* = X — 1; l'équation (17) obtenue est de la forme (Ì8X 
qui ejft impossible quel que soit /3. e. q. f. d. 

Corollaire. Tout étant pose comme dans Vénoncé du théorème II, l'équation 

i^x -»_j_ ^À * = E {a)y*^ Aw^ \ (w quelconque > 0), 
est impossible. 

Voici, en nombres entiers réels, une conséquence du théorème précédent: 
Théorème HI. Soit X un nombre premier non exceplionnel : Péqualion 
indélerminée 

x^'+y^'^Al^^^^z^', (A:X + 'J^1 et-1-0 (modX»), <J=0, 1 ,..., ou /), (19; 
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J'admets enfin que deux des trois nombres .r, t/, z aient un facteur 1*' 
comraun p, diviseur de A\ si c'est x et z^ ce facteur divise ?/; il suffit par 
suite de considérer le cas où a; et y sont divisibles par /^s. Soient 

x = ^\x,, t/ = p:. y,, z=^p\-z,, 

avec a^i, yi, z^ premiers à p,, t > 0, f, > 0, s, ^ 0, et, par exemple, c^ej. (19) 
donne 

Deux des trois exposants e X*, ei ).*, bs + ejÀ* doivent ètre égaux, le troisième 
ne leur étant pas inférieur. 

Si e X» = £, X* ^ò, 4- f« ''S J^près suppression du facteur p'/\ (19) donne 
une équation analogue oìi x et y sont premiers à f>,. Si £i X* = 6, -[- e, X* ^ e X*, 

après suppression du facteur f^l'^\ on a l'équation 

oìi Xi=^Xi p', '\ Cette équation est analogue à (19), car A, renfermo un 
facteur premier de moins, et y, et Zi sont premiers à p,]. (20) a lieu a for- 
tiori (*) . e. q. f. d. 

Corollaire. Tout étant pose comme dans Vénoncc du théoreme III) Véqua- 
tion indélerminée 

est impossihle quand n est quelconque > ^/ .~\- [mod X^~*). 



IX. 



Je vais établir la propriété suivante en nombres entiers réels. 
Théoreme IV. Véquation indéterminée 

X^'-f- y^-:r=zV)}''''^^ Z'\ (21) 

(*) On volt cn ratMue temps quo le théoreme ci-dessus por.r2 = l est un pcu plus 
coraplét lorsque /tX-j-SolsO (mod >), S — 1, que celui que j'avais ónoncé antórieure- 
ment (Acta Malh., loc. cit., p. 250). Le tliéoréme ci-dessus reste vrai quand AX-|-òbO 
(mod X'), a condition de supposer .r, y, z premiers à X, 
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»-■.. 



■ *- 



(hins le secondj 

K- = U — >■»)'- -- 1 (raod >.), 
l't-^Sni ±1, ii„^l: 

le signe - ii'est possible que si f„ est impair. 
Dono, en gi-néral, 

A, log r,„^ log (..„),+ 1), 






logfn. 



1 — 3 



^^B fA. T'log(»,.,l± 1)' 

\ et l'impossibilité do (21) sera établie si l'oii monile (^ue 

[ <. lof r», 

ff que 8Ì 
L o: 



!(.,,,! ±1)-1- 

Sm S: 2. — On ll'a Sm 

I-I- = 1. ±1, r:- T 1 = 



(24 bis) 



(25) 



(26) 



:). 



-1 = 



= (>•, 



-Hi 



on volt, À étant premier, que »-,„ ^ 2. 

Si rC"'+l=^', d'après (,24 bis), /,„ est impair, Kr -f l est 
par rm + 1 et n'est pas premier, par suite ne peut étre égnl à \. E 
n'est pas de la forme 2" — I, on a *„,Ss2, et, quand 1.—.%" — 1, 
core s„, X ± 1 ^À + 1. 

Ceci pose, j'admeta d'aborJ que l'on alt, quel que soit w), s, 
suffit pour l'impossibilité de (21), d'après (22) et (26) 

log r... ,<, log)-,,, , logCA— 1) ^'—3^1 \_ 

;I2'A — l)~log(21- 1) — i— 1 »— 1 



t, log r 
■Tlog(s«i>- 



1) 



^ii 



divisiblc 
!i donc X 
on a en- 

„^2; il 



(2Gbisi 



r'^)-- 



-\ -.--"—- 



log{>>-l) 



Fosant i 



-1 log(2X— 1) 
— 1, il suffit a fortiori 

2 logf _ log 2 2 . 

V ~ log 2 + log ( ~ log 2 -1- log f ~ i ■ 

i^!/l = (r— 2)log2 -21og(^0. 
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Qt 



f ,/) = log2 -^- 



<5m ^ dès que 2' ^ ^*, / ^ 4, X ^ 5. Quand >. ^ 5, <// (/) croU avec t\ mais 

^ ( 10) -^ log 2» — log Io* > 0; 

donc (21 j est impossible quand Sm=:i2 pour À^ll. 

Quand /. = 5, r^ . . . r^ < 5 donne p ^ 2, Bi-^2 ou 3, /?, = 2 cu 3, 

\ \ \ 3 

/, ^ 4, /i = 4, 2 .- n^ " ^r r ; (21) est impossible. 

Jm A A — 1 

Quand >. -- 7, r, . . . r^ < 7 donne p ^ 2, J?, et /?• égaux à 2, 3, 4 oii 5, 

1 \ \ 2 ) 3 

f^ cu /i == ^ ou ^^ 1 —^— ^ ^ -; (21 1 est impossible (mème si Sm = i;- 

' o O Jm 6 A — 1 

Finalement Timpossibilité de (21 1 est établie quand r, r, . . . Vp <C\ pour 
le cas où les Sm sont tous ^ 2, pour le cas oìi fi r, . . . fp est impair, pour 
le cas où > + 1 =!= S^ c^nfin pour les cas où / = 5 ou 7. 
;?/"' cas. 

X + 1 = 2«. 

D'après ce qui précède, on peut supposer i\ r^ . . . r^ pair et / ^ 31. 
Soient 

r, — 2'\ . . . , fv. = 2^«'., r,„ > 2 et Sm > 1 pour m > a'i, j 
ii -r • ^ia. =«1, /•, /-j.. .rp = 2« ra f, . . .rp<X, Sm ^ 2 W27) 
pour w^ai-^1, a,^ai. ' 

D'après (20j et (26 j il suffit pour l'impossibili té de (21), puìsque 

" ji fi a log 2 ■ y I 

P 

Qi log 2 gyfi ^ A — 3 ^ j _ 2 

log (~X + 1) "^ log (2 X — 1) — X — 1 A - 1 * 

ou, puisque, d'après (27), 



% log r^ ^ log (X -ì)—a, log 2, 
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il suffit 



1 — ^T >' 4_ ^og3 ^ ai , log 3 ^ - _ 2 

fm~ ai + 2 "^log(2/. — 1; ai -f 2 "^ log (2 a— 1) — ^ X — 1 ' 



2 log 3 2 log 2 Ioga 



(31) 



A — 1 ~ ai + 2 log (2 X — 1) log (X + 1) log (2 X — 1) 

On reraarque d'abord que 

log 2 log 3 

log(X-f 1) log(2X~-l) 
est <C0 si 

log (2 A) log 2 — log 3 log X = (log 2f — log |- log X < 0, 

ce qui a lieu pour X^31. Si dono on établit que (31) a lieu pour X^31 
on établit en méme temps que (30) a lieu. 
(31) équivaut à 

X— 1 log(X4- l)log(2X - 1) 



2 "" 2 log 2 log (2 X — 1) — log 3 log (X + 1) 

Le dénominateur du 2^"® membro a pour dérivée 

4log2 _log3 ^(2X + 2)log4 — (2X-l)log3 ^, 
2X — 1 X + i (X4-i)(2X — 1) ^ ' 

ce dénominateur croit avec X et a sa plus petite valeur 3/, quand X ^ 31, 
pour X = 31 : 

3/= 2 log 2 log 61 — log 3 log 32 = 2 log 2 log -^. • 

9 \ 3 

Il suffit donc, pour que (21 1 soit impossìble, 

•a- 1 ^ losr (X + l) log (2 \ — 1) 

2 — M '""' 

ou a fortiori 



Or 






-l)j'-log(2À-l)^0. 






2, 

2X — 1 
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Or, 



est positif dès que 



Y . /i — ^ 1^*' l'^S 2 1 1 



7^ 2v2 8 

\ t ^ -:^ : » r ^ 



\/3f, 10^2 ^i log 2 



co qui a lieu poiir X^ 31,^^30, puisque, les lo^arìthmes étaiit ici népé- 
riens, 3/» > 1 ; pour X^3I, la plus petite valeur de Xi{t) est 

X, \ 30) rrr: , 15 M\ log 2 — log 60, 

qui est positive si 

1 5 A/ Jog 2 = J 5 log 2 log 7, 5 ^ (log 60 )-, 

ou (les logarithmes pouvant ici ètre pris vulgaires) si 

15.0, 3.0, 875^(1, 78)S 

ce qui a lieu, et (21) est encore impossible. 

L'impossibilité de (21) est ainsi établie pour X + 1 = 2**. e. q. f. d. 

Incidemment, je ciois bon de formuler le lemme suivant qui a été établi 
par moi ci-dessus indépeiidamment de la considération des nombres complexes, 
et, évidemment, quel que soit le nombre X impair =^5 (mème exceptionnel): 

Lemme V. Soient pt , fé,..., pp des fwmbres premier s distiucts, différents 
de X (X nombre premier queìconque > 3\ appartenant {mod X) à des exposants 
fi} /m-"j fmj et (jì/futt ;•,, r.,..., ip, pour plus petits résidus en valeur 
alfsoluv [inod /) : ni r, , r, , . . . , Tp élant > 1, /^ produit r, r, . . . Vp est <Z X, on a 

1 X— 3 



^ fm ~ X — 1 



Uvmnrque I. Il y a d^autres nombres r =^ p\' p\\ . . p^^ que ceux indiqués 
dauR rónoncó du th/M^^mo IV et nuxquels un théorème analogue est appli- 
cablo d'après lo tlinoròmo III. I)i\ji\ j'ai signalé le cas où t; = p?', /Oi = iti X — 1, 

oar alors . v — - ' P'^*® généralement on pourra prendre 

^, I ^ X — 3 _ 1 X — 5 

f /;,. ^X-l 2 "" 2X-2' 
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Je ne veux pas refaire pour ce cas une discussion analogue à la précé- 
dente. On a encore (comp. (25)) 



2 T^n 2 



^ 'Q^^' 



nx 



l0g(8m^ ± 1) 

Si X + 1 =;= 2^ Sm ^ 2, 



p 



' ^/"m^logCS). — 1) — 2X-2 ' 
dès que 

ce qui a lien quel que soit X (exceptionnel ou non) par exeraple dès que 

r, . ..rp:^(2À — 1)^ 



et 

1 A — 5 



3 2X — 2 



, 2X — 2=^3X — 15, X^J3. 



Quand X est =!= 2* — 1 et non exceptionnel, on en déduit d'après le ihéo- 
rème III un théorème analogue au théorème IV et que je me dispense 
d'énoncer. 

Remarque IL Je croia utile d'indiquer tout ce que peut donner le théo- 
rème III pour X = 5 au 7. 

l.« Soit X = 5 et l?i = 2, B^ = 3, i2, = 4, /i=^4, A=*, /i = 2. 
Si Pq, pqj . . . sont des nombres premiers distincts ayant pour plus petit résidu 
positif Rq (raod /), il y a irapossibilité de (19) quand A est d'une des formes 

pt'pTs pJvTs p?*ph p?s p% p3^ 

2.° Soit X = 7, et R,=^ 2, R, = 3, R, ^4, R, = b, R^ = 6, ^ = 3, 
/2 = 6, /*3 = 3, /*4 = 6^ /5 = 2. Il y a impossibilité de (19) quand A est 



(*) AsjmptoMquement (\ très-grand) la limite supérieure est (2X — 1) (1 — e), e>0, 
lim3=0; avec les hypothèses du théorème IV (formule (26 bis)), la limite supérieure 
analogue est (2 X — 1) (1 — e). 
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. ' ,=;' A*' ■ 

•-.tt» pouf loutSB Ids raieurs de /. non excep- 

.,.>iir r.mw* Ite Taieiir» des nombrea pre- 

a iiomenclAtare dea tbrmes 

f. aaxqneltes !e tbéoràne IH 

mn intìuilé de nombrw», •i'iaa 

• tUMrtiqiM ^-TÀx, fi«,<s «noti^ m» 

.iiiT» ;nurl parco (jse tes Taleurs des sxp»- 



I» |>rimtti'>r«(t inod ): 



'. i^ 



"i— I 



i— 3 






= *— 



V — 




* 
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1.° quand p,, p?, . . . , pp soni des racines primitives (mod l)^ pourvu 
que p^l — 3 y 

2.^ quand p,, pj,..., pp appartiennent tous (modi) à des exposanfs 
muUiples de cf, d étant un diviseur quelconque ^ 1 et < X — ^1 de >. — l, 
pourvu que p^d — 1 . 

Corollaire. Uéquation indéterminée 

a;/* + t//* = ^ e/* 

est impossible en nombres entiers réels =|=0: 1.^ quand ^ = F^' P\*; 2.^ quand 
IJ- = P^^' P^* P^'^ Fi, Pj, P3 étant dans les deux cas des nombres premier s 
distincts dont le plus grand ^ 5 n^est pas exceptionnel ; 3.° quand le plus 
grand diviseur premier de fx est >3 et ^17. 

Si P3 > F2 > Pi par exemple, F3 ^ 5 (ce qui a toujours lieu dans le 
second cas), on prend P3 = ^ , et l'on applique le théorème ci-dessus pour le 
V^ cas; pour le second cas, on remarque que $* — 1 E2 0(mod X) a pour ra- 
cines ± 1 (mod X) et que P, , Pj appartiennent à (Jes exposants ^ 3 ; alors 

/i A ~ 3 "" X - r 

La méme méthode réussit encore fróquemment quand u. contieni plus de 
3 facteurs premiers distincts, il en est ainsi par exemple quand f/. est un 
nombre quelconque dont le plus grand diviseur premier est 7, 11, 13 ou 17, 

, ^,1 .,. 236 5 X — 3 245 5x>- 

car alors i^- ne peut depasser - > - ? ir ou 5^ ^- - = - > - > ;r ou - • Kien 

/ m oODoA — loooo 

ne sera plus facile que d'étendre ces résultats en tout ou en partie aux cas 
où u a son plus grand diviseur premier = 19, 23,. .. à Taide des tables d'indices 
de Jacobi (Canon arithmeticus) et de Wertheim (Ada Math.^ t. 17, 20, 22) (*). 



X. 



On peut se demander d'après les corollaires des théorèmes IV et V, si 
Téquation 

a:^ + y/* = ^ ^/* (32 ) 



(*) On pourra lenir compte, pour simplifier, du corollaire du théopéme VI, du co- 
rollaire Il du théorème VII, enlin du théorème Vili établis plus loin. 



n'est pas impossible en nombies entiers réels *j=0 dèa que(*) ;-i>2. Je ne 
préteiids pas résoudre iei complètemeiit cette (juestion : la déinoiistratioii en- 
tière de cette propriété, h eupposer qu'elle soit exacte, est peut-étie auesi 
difficile, bì non plus conipliquée à certains égards que celle du dernier théo- 
rème de Fermat, à cause de !a présence dii faoteur y- Mais l'on peut se 
propose!- de vérifier l'impossibilité de (32) cn nombres entiers réels ==0 pour 
la plupart des vnleurs de 7^ 100, par exemple, comme Kummer a vérifié 
l'impossibilité de sc/^ -\- yi^ ^ z'' ponr 2<ii^l00. 

Je laÌBserai de còlè les valeurs de ;j dìrisibles par un nombre premier 
exceptionnel, fi aavoir y. ^ 37, 59, 67 ou 74. L'application des corollairea 
des théorèmes IV et V inontre que |32) est impossible quand f/ < 2 et r^ 100 
n'est pas un de ces nombres ou de la fnrme 2f S^*. 

D'après le théorème III et son corollaire, 



= 3" 2"" 



x' -j- y^ :^ 3'"* ' z' et i' + y* 

sont impossibles en nombres entiers réels differente de quel» que soient k ^0 
et M>0. On ii'a donc plus à examiner que les cas oìi f^ I. 

Quand 5^2, /" prfiinier à 3, le tliéorèine III et son corollaire mon- 
trent que 

T»"4.y»' = 2/'.3"Z'' 

(n^2) est impossible en nombres entiers réels == 0. On peut donc supposer / 
diviaible par 3 et > 0, ou jr < 2. 

Avant d'élucider cea cas, je vaia établir encore en nombres entiers réels, 
et sana intervention des nombres complexes, les proprìétés suìvantes: 

Théorème VI. L'équation indéterminée 

x'"-j- y'" = 2"* B z»" (« ^ 2, M = Ar . 2" -f- /, 1< / < 2") (33) 

est im^oaiible en nombres entiers réels =\= quel que soit l'entier impair S. 
Dane la démonstration on peut supposer z impair, car ai z ^^2" 2, («i im- 
pair), 

2" B z'' = a"""'' B2'" = 2""' Bz'" 



{*) J'aì dfjn étalfli ce tliéoréuic ijuauJ u. .>st un nuiiiìtre jiromier nnn esci?i)tioniieI > 3 
{Ada Math., lauO, p. 25fJ, tlipor^mo V). 

L'óquation «» (-y» = 2*» possedè les sulntiuns(^, y, 3) = (I, 1, !), (1, 7, D}, (7, 17, 13),... 
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Si X est pair, y l'est aussì, et inversement: soient 

x — ^'x,^ y = 2^'yi, 0?,, y, impairs, e^c,>0, 

par exemple. Deux des termes de (33) sont divisibles par la mème puissance 
de 2; dono 

f 2^ := c^ 2»» ^ m, ou ei 2^ = w =^ e 2^. 

Le second cas est irapossible; le premier, après suppression du facteur 2"** , 
donne une équation analogue à (33), avec Xi^ yi impairs. 

Finalement on peut supposer x^^ y,, Zi impairs. Alors, m^2 donne 



qui est absurde, puisque le 1.*^ membre est =2(mod 4) (*). o. q. f. d. 



<- + yi -O(mod 4), 

ce q ' ' 

Corollaire. Uéquation 

a5«"+y«''=2'»B^*" 

est impossible en nombres entiers réels ='= quel que soit n ^ 2 et B impair. ^ 
Il en est de méme pour Véquation 

x^f^t j^ y4/*i L= 4 fx, z*^' {u-i quelconque). 



(*) Le méme raisonnemént établit rimpossibilitó de 

En óflfet, on peut tonjours supposer s impair; si a^, ,..., ^j sont tous pairs, le mème 
raisonnement conduit à une équation analogue où un, par suite deux des nombres /t?],*., ^j 
sont impairs; alors le V membre est s i^j (mod 2^) et le second m 0; d'où l'on con- 
clut Timpossibilité. 

Ainsi, quand n = 2, m=^4 k~{~2 ou 4k-\-'ò^j^2 ou 3, on voit que les équations 

o;^ -f- y* = 2»» B z^, 
x\ + x\ -\-. x\^ 2"» B z\ 

sont impossibles en nombres entiers réels ^\^0. 

Application à titre d'exemple : il j a une infinite de nombres qui ne sont pas som- 
mes de moins de 2^ = 128 puissances S.^"©» =|= (comp. question 272 1 de V Intermédiaire 
des MalhémcUiciens^ 1904, p. 33). 



I éqaaHoM éidét«rminées 



Pouf la 1*" «.^qaatioo wi - 
B0U8 la forme 2" B. 



: M — ; < 2" ; pour la 2"°°, on peut mettre 4 {*, 



Théorème VII. L'équation indéterminée 

x^'' + y"' =\"< B z'^"" (34) 

(i«>0 et =\bQ {mod X2»)>, oò 2t est la plus hauie puissance de 2 qui 
divise À — I , B un entier queleonque premier à ?. est impossible en nombres 
entiers rceìs ==0, /. etani un nomhre premier absolumenl queleonque ^3. 
Qtiand 

À^4it, -J-3, 4 = 1, 

(»M>0 et non dimsìble imr 2'.| est impossible quel que soit B premier à X. 

On peut encore supposer dans [M) s premiei' à /, juìs i et y premiers 
à X (mSmes raisonnemeiits que précédeniment). 

Soient e,, rf, les plus petits residua poaitifs de x et y (niod X)' 



putsque 



1 = 
est iinpair, et l'on arrive 



cÌ^'-t-(/o' :TO(mod Xf, 

-0 = _d^(^-0-_l (mod Xt, 



un résultat absurde. 



e. q. f. d. 



Corollnire I. L't'quation indéterminée 

X* h; -j_ ^t I", ^2 X fii «' '"' 
est impossible en nombres entiers =j= quel que soit u,. En particuHer pour 



f.-l, 



:. 3, ^ = 1 



est impossible. 

Car sì X™-' est la plus haute puiseanee de X qui divise ft,, 0-<m<X"', 
et le cas où a: ou y serait divisible par X conduit à une équation de mèiiie 
forme que (34), mais avec m queleonque et x et y premiers Ji X, équation à la 
quelle on peut appliquer le mème raisonuemenl que ci-dessus quel que soit w/. 

Corollaire IL L'équation indéterminée 
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est impossible en nombres entiers réels =|=0 quand oj possedè un facteur pre- 
mier /. de la forme 4 Ari + 3. 

Ce dernier corollaire et, au besoin, celui du théorème VI suffisent à 
raontrer à eux seuls l'impossibilité de 

quand yL=:2fS9 (/* > 2 ) avec /^ 1, S^ ^ 1 . 

On a vu qu'il y a encore impossibilité quand f=0] enfin dans le cas 
où 5^ = 0, rimp08sibilité résulte du corollaire du théorème VI. On obtient 
ainsi ces résultats: 

Théorème Vili. Uéquation indéterminée 

rr^ + y^ = (X z^ 

est impossible en nombres entiers r/fels = = quand /x = 2^3^>2. 
Théorème IX Uéquation indéterminée 

Xì' -[- y/* = a ^/* 

,est impossible en nombres entiers réels ='=0 quand <^ est un des nombres y> 2 
et ^ 100 non divisibles par un des nombres exceptionnels de Kummer 37, 59 
ou 67, e. à d. quand fx est > 2, ='=37, 59, 67 ou 74, ^^^100. 

Il est intéressant de remarquer que, d'après ce qui précède, les seuls cas 
où l'impossibilité en nombres entiers réels == de x^ -{- y^ =^az^ pour a > 2 
n'est pas complètement prouvée sont ceux où a est impair et où a = 2 (2 fc + 1), 
2 6+1 n'ayant d'autres diviseurs premiers que des nombres i k -\- l (corol- 
laire du théorème VI et corollaire II du théorème VII). Encore dans ces deux 
derniers cas connaissons-nous des formes très-variées de a pour lesquelles il y a 
impossibilité (coroUaires des théorèmes IV, V, théorèmes Vili et IX), 



l.^*"® Note annexe. 

1.° D'après le corollaire du théorème VI, 

x*f^t + J/*'*' :=: 4 (X, (2 w + 1) 2?^/*», (fx,, w quelconques) 

est impossible en nombres entiers réels =[= 0, car on peut mettre 4 fx, (2 w + 1 ) 
80U8 la forme 2^ B. 



ìfaiìltt: Stir Ut éqitìaHmtà mé^^/mmé^s 



S." D'après le tliéorème VI, 

x'*-4- jr'' ^^ 2"'' B j' , \H ^2y B iropair quelcoinjuel 

est impossible, car 

wi = t . 2- + / = « + 1 

donne, {misque ii 4- I ■< 2*, 1 < i = n + 1 < 2". Donc 

x^. (- y**- ^i^ d (*, (2 V 4- 1 ) z'^ i.^»,, w quelconqaesi, 

est impossible, puisqu*on peut metlre 8f*,(2u -*- l) sou? la rorme 2"" li. 
3.° Soient 

I«- -f y»" = 2 '.. ^ 2^, 

u étant divisibte par un facleur premier ').=4h -i- 3, et >.■" la plus haate 
l>uissance de À qui divise 2v; l'équation n'écrit 

où B, est premier à >■. 

Si x< par exemple est dÌTÌsÌb1e par >., y, Test aussi; sì l'oii n'a |mii 
ITI -^ p^O itnod À"*), ce que jc suppose, la sappreseion de la plus haute pa»- 
saiice de >. qui est en facteur commuu condutt h une équatìon de mème forw 
aree t,, y, premiere à >. 

Soient donc x,, y, premiere h >.: si r,, rf, sont les plus petits residui 
positifs de z,, yi v<nod À), 

rl^'-i-f^' =0 (mod ),*, 

r.^'>=-"^ — di'-'"" (aod i), 

ce qui est absurde. Or on n'ii 

m T p ~ ^ (mod *"' I que si p ^ /-■" — m S: >- — 1 ^ 2 ; 

d'où p^2 si i = 3, p — 6, si >. St7, eie. Par conséquent 

X** -r- y*" ^ 2 » jS z**', 

« «lanf divisibU par mi faeUur premier i = 4 i- -^ 3, «( impostAie tm wem- 
hrea entiera réel$ =!= ^Haiii/ ^ n'esl pas divisible pour ).'-•. 

Oh en eoachU ahtsi l'impossibiiìU? eit nombrts eìttiers réeh ^|- de 

j* -f- y* =; 6 n a* : 
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1.^ quand a est divisihle j>ar 4 sans que b le soit; 
2.^ quand a est de la forme iki -\- 2 et divisible par un facteur pre- 
mier X = 4 A + 3, 6 n^élant pas divisible par l^^K 

En particulier^ quand b est premier à a, cette équation est impossible 
si a est divisible par 4, ou si a est pair et divisible par un nombre pre- 
mier 4 A: + 3. 

En se servant de la théorie des nombres coraplexes et des nombres idéaux 
de KuMMER on peut obtenir d'autres cas d'impossibilité de la inème équation ; 
ainsi (Théorèmes IV et V), si a = /•' (X nombre premier ^ 5 non exceptionnel 
au sens de Kummer), cette équation est impossible en nombres entiers réels =|= 
quand b est <X; de mème (Théorème III) si a = ^\ 6 = 2 ou 4, t^2; 
au contraire x^ -{ y^ = Q z^ a des solutions (Pépin, E. Lucas). 

Ceci détermine en particulier des cas étendus d'impossibilité de 

x^ -\- y^ = 2az^ 

pour a > 3 (*), et Von peut croire que, pour a > 3, V impossibilité de cette 
équation a lieu quel que soit a, de méme que, vraisemblablement, pour a > 2, 
celle de x'^'\'y^=^z^ (dernier théorème de Fermat) et x^ -\- y^=^az^. 



Je roe reporte à la démonstration du théorème II où j'ayais suppose 
p ^X — 3, et je prends i ^ 2. 

Quand p^^X — 2, on aura encore de la méme manière deux équations 

analogues à. (7), s'il n'y a pas X — 2 des quantités u^'~^ -\- oT v*-^^ de la 

forme yer{<i) A ti* (a), A' étant un facteur de A différent de 1, et Ton pourra 
raisonner corame au théorème II; sinon (8) sera remplacée par 

u^'-' + v^*' = //'-i^^-z'+i E (a) w'^\ (8 bis) 

Soit i — l=ii^l, puisque t^2; on peut appliquer h cette équation 
(8 bis) le théorème II; posant /3 — 1 =i8', on voit encore que cette équation 



(♦) De méme pour a;« +yo = 3a2«, (a>3); x^ + y^ = dz^ au contraire a des so- 
lutions (p. 13). 
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Maillet: Sur In équathM indéttrminée» x^ -i- jf' =€s^. 



tìfit imposBÌble poar jS =0, I, 2,..., j — 1, ,i ^^ 1, 2,..., i. Oo oe peat plus 
rieii dire pour J3^=0, k moina qae i ne soÌt ^ À. DoQC: 

L'éioncé du théorevu II tubtiste quand i^2, p = i — 2, ^= I, 2,..., 
OH i; mais on ne peut affirmer l'impossibilité de Ibt quel que wit vÀ ^^ >-^i 
que si I ^ '-. 

Oli eit coiiciut que U: théorème III aabsìste alors qaaiid .-1 satisfait à In 
condition 

2--^.^^. 1 20 bis) 



et que (J=l, 2,.,., ou i, aTCC i^2. 

L'/'quntion indéterminée i' -f- j'* = uz', avec ft^X^r,!» premier & a). 
corame dans l'énoncé du corollaire du théorème IV, est de la forme 



'+y" 



V l" z^'" 



fti n est ^2, elle est nlor» impossìble quand lee facteui'B premiers réels de » 
eatìefont à la condition |20 biai; cur cette ùquation est impossible pour n^', 
et pour n < ', on applique la ruodifìcation du théorème III indiquée ci-deeeua. 



BoLipg-la-ReinG (Saine) Mai UK)5. 



Studii sulle equazioni differenziali lineari. 

Loro integrali normali. 



{Di UiLBSE DiNi, a Pisa.} 



1 



Ja presente Memorio, che già annunziai in principio dell'altra pubbli- 
cata alla pag. 285 del volume precedente di questi Annali^ può considerarsi, 
almeno in parte, come una continuazione di quella, e di altre due, collo stesso 
titolo, pubblicate nei Voi. II e III (Serie III) di questi Annali. 

In questa io considororò il caso in cui nella equazione lineare data 

^0 J/<") + a, y^'» *) + a^ t/<"-') -\ \. an-itj' + Ony ^- X (1 ) 

alcuni tutti i coefficienti (7o, c/i, aj,..., On-it au e X oltre alla solita va- 
riabile .r, che, salvo avvertenza in contrario, supporremo reale, contengono 
una variabile z che può prendere anche valori complessi, e ne studieremo 
gli integrali valendoci ancora delle formole generali che trovansi ai §§ 1 e 2 
della stessa Memoria, ma che allora furono richiamate dalle altre due Me- 
morie ricordate sopra. 

1. Premetterò perciò alcune osservazioni generali, del resto molto 
ovvie, e certo già applicate, se non già fatte esplicitamente, da altri, sopra 
le funzioni /"(.r, z) che considerate pei valori di 2: in un campo C, e pei va- 
lori reali di x in un intervallo (a, fc), sono finite e continue come funzioni 
ài X e z] e come funzioni di z sono anche olomorfe nello stesso campo C. 
E incomincierò col dimostrare che a tanto gli integrali semplici mul- 



•XJ JC %ju 



tf tipli della nostra funzione I f{Xj z) dx^ j d x j /* (rr , z)dx ^ . . . pei valori 



a ri a 



adi rr, a, jS,.., nell'intervallo («, &), quanto le derivate rispetto ad x della 
tt funzione stessa pei valori di x in quelle porzioni deirintervallo stesso nelle 
a quali le derivate che si vogliono considerare esistono, e sono finite e continue 
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((uindi, eoneidcrtinilc una iioizìoiic quAlsiiisJ t lieirinlerviillo (a, h) iirlla qunlc 
le derivalfì di f(r, »\ i'i)t|>cilo nd .t nlmmo fino a (juelln di oi-dÌne i sìpiio tiiiite 
e continue riepelto ii .t e z finché z è nel cerchio 5, o su questo cerchio, per 

modo che hì ubbia seuiiire niod — „ ' ' <' rf, essendo rf un numero finito e 

j>^i, allora nella indicala |)<n'zi<ine t delt'iiitcrvnllu (n, bi le ^^ nniineile- 
raiino nnolie )e derivate rii^jietlo ad x nlinei:u fin» a quelle dell'ordine i, 
questo Baniiino date dalla forinola 



rfx' " 






, (/" .1,, ^ rf 
e iivremo Bempre mod — ; — <: per w ^ ;. 

' ti a' >•',' ' 

Segue di qui evidentomente che la serie formata culle derivate jj* rispetto 
ad X dei termini della serie precedente pei valori di .r nella stessa [»orzinne t 
dell'intervallo la, b) sarà convergente in egual grado, e quindi rappresenterii 
la derivala p" rispetto ad x della eomma della eeric siessa; e questo menti l> 
conferma la osservazione precedente, dell'cffere cioi; le derivate di f[X, z\ 
funzioni olomorfe di i nel campo C firichò x è nella detta porzione r, porta 
anche a dire che a queste derivate potranno anche otieiiersi colla derivazione 
« rispetto ad x termine a termine delie aerìi; di C&ucbt corri^ndcnti alla nti- 
* stra funzione fix, zi per ogni punto / entro C diil quale si parta ». 

Al modo stesso si vede che gli ìntegrnli relativi ad x di ftr, z> finché 
le integrazioni si fanno nell'intervallo <,i7, b) possono oltcnei*i»i colla integra- 
ziono per serie delle indicale serie di Circny. 

E se mantenendo /"ij-, z) le stesse particolarità rispetto ad x e rispello 
a z, per una circostanza qualsiasi un suo sviluppo l3) per serie dì Cavciit 
sia stato dimostrato valido ancora pei valori di z entro il cerchio e, ma sol- 
tanto pei valori di x vicini quanto si vuole a un certo punto «, entro la por- 
zione T dell'intervallo [a, l) che ai considera, e non pel punto «, allora è 
facile vedere che a e>so vana anche per qnesto punto, e airrà ancora le stesse 
tt proprietà che aveva negli altri punti di t per ciò che riguarda la derivazione 
a per serie ». 

Infatti, pei nostri dati intorno a f[x, z)j uno sviluppo dì Catjcht dovrà - 
clistere anche pel punto x ^a, e Io potremo scrivere sotto la forma 



A,,,+ 4...(«-y) + ^l,.(z-y)' + - 



-An,.(z-yr-\-- 
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essendo in generale 



-^J M.a 



2^1 j (Zi— r)"-^^ ' 



e questo mostra subito quanto abbiamo enunciato, perchè, potendo certamente 
i coefficienti An della serie (3) per x diverso da a scriversi ancora sotto la 
forma (4) qualunque sia il processo col quale lo sviluppo sarà stato trovato, 
(t risultando queste espressioni (4) funzioni continue di x anche per x = cf. b, 
causa della continuità che supponiamo ancora in /(a:, z) per x = a qualunque 
sia z entro C, è certo che i valori di An^a vengono ad essere appunto quelli 
di An per x == a. 

3. I risultati ottenuti valgono se f[Xj z)y considerata come funzione 
di r, pei valori di a* nell'intervallo dato (a, b) e mentre z è nel campo C, 
è sempre finita. 

Se poi essa diviene infinita in qualche punto fra a e è, o ha qualche 
nltra singolarità, ma tolto questo punto con un piccolo intorno, per tutti gli 
nitri restano 8oddisfatte tutte le altre condizioni, allora per ciò che riguarda 
le sue derivate rispetto ad x nulla è da aggiungere, perchè queste già ab- 
biamo detto di considerarle solo pei valori di x che cadono nelle porzioni 
di (a, b) nelle quali esse esistono e sono finite e continue insieme a e, senza 
escludere che per altri valori di x possano essere infinite o anche non esi- 
stere affatto. 

Per quello poi che riguarda gli integrali relativi ad x di f{Xy z) si può 
osservare che i risultati ottenuti nel § 1 continuano a sussistere, cioè gli in- 



X 



tegrali stessi /"(r, z)dx continuano ad essere funzioni olomorfe di z nel 



a 



campo C anche se nel punto « la funzione / (r, z) diviene infinita o ha altre 
singolarità, purché nell'intorno di questo punto essa sia tale che il suo inte- 

graie f{x^ z)dx conservi un significato qualunque sia il valore di z che si 



a 

X 



considera entro (7, e gli integrali j /(x, z)dx col tendere di e a zero con- 



a-fe 



vergano in ugual grado verso il loro valore | /"(j, z)dx qualunque sia 



a 



!>tflf ; StBltii >MÌÌÉ tqaaaìfmi diftrtmiali lineùri. 



entro ogni campo (ietermìnsto tìi coiitoimi 5, itìirnio a C é sul suo con- 
turno g, ; e ijiieeto [lerchè, uTCQilosi ancora 



\l\'. «.)</..■ 



ili limite per e -- si liii ancora la forinola 






Ifl quale mostra appunto che l'integrale I f [r, z\dx h una funzione cfi 2~ 

sempre finita e olomorfa ancliu quando j =^ a ; e ora da questo si deduce sii- 
bilo dio lo slesso accade anello per ff|i tntogrnU doppi!, tripli, ecc. 

Considerando poi la serie (3i, e osservando che per qnanlo dicemmo ne^ 
pnragrafo precedente si avrà certamente 

=.+. ,.+f .-+' "+' 

si vede che l'integrazione per serie rispetto ad x è applicabile anche da i 
;i() Xy quando gli integrali /!„ d r hanno tutti un significato e al tenipt 

BtesBO la serie ^ iz — y," |^„(^a^ considerata come funzione di e convergt 



p±±i±^ 



IM Ditti: Siudii sitile equazioni differemiali lineari. 

Si osservi iiifntti che, per la derivata di ordino /, entro il ccrcliio di 
converp;enzji avremo 

e la serie dei moduli sul cerchio di convergenza sarà 

^ Vn(n - l)(ii '2)...(» -i \- i)A\,\ 
e in eiwa il rapporto di un termine ni precedente gara 

ommdo (n una quantità die tonde a zero al crescere indefinito di ti; quindi 
pnirliÈ, per la ipotesi che »libÌnmo fatta intorno a p„, qunndo i sarà nbliii- 

ctiinM prande il coeffirinnte }>„ + i h «» 'li — non solo supererà sempre l'unità 

liP);Mtiva, nift sarà anche sempre discosto da zero e positivo, per teoremi noti 
HI pvtvit intanto affermare non solo che allora la serie «tesea sarà divergerne, 
■UH «ncho che, almeno da un certo valore di n in poi, i suoi termini creBce- 
i-Mdiio indefinitamente con n, e anche continuamente. 

Citi posto, bÌ osservi clie, preso un cerchio u di rapgio p minore di R 
tiiA vicino ad H quanto si vuole e col centro in y, per la formola precedente 
HV rwinii 

t> quintli anche 



j|__^À^.,,^^ij''""'';;;;W,,j, 



Wt»*»»!" » / 'P^"ì '^ '^'' questa avromo l'iiltra 



\w\U\ qunlB nbhiamo indicato con W,-^p il modulo raassluio di ìp'** (z) sul cerchi» 





Tjoro integrali normiìli. 



di raggio o, e co» ra.nji un immero positivo uou superiore ad uno; o per 
questo, e perchè — >1, sarà evidentemente' 



^.>1h(« — l)l« -2). 



- i + 1 1 y4 „ ^ 



i!ssenilu li un numero comunque grande inferiore ad u, e r, un altro numero 
positivo non enperiore ad uno. 

D'altra parte, per quanto già dicemmo, se i sarà alibastanza grande ba- 
sterà prendere Ji te quindi n) al di là di un certo numero percliè ogni ter- 
mine nel primo membro di questa formula sia Buperiore a uu numero ). che 
potrà pura prenderai grande quanto si vuole; e allora la somma del primo 

raembro sarà superiore a (n^/i-|- ))/, e si avrà quindi /. <>;TK,-p — j ; 

mentre per essere ;■> indipendente da », per quanto grande sìa n si potrà 

sempre supporre p talmente vicino ad R che 1 — 1 sia vicino ad uno quanto 

si vuole; dunque evidentemente W,j. coU'avvicinarsi indefinito di p ad R dovrà 
crescere indefinitamente, e questo basta per poter concludere quanto abbiamo 
enunciato. 

Inversamente, sempre sotto la nostra ipotesi intorno al rapporto — ;— . 

si potrebbe vedere al modo stesso che applicando nella serie data l'integra- 
zione successiva da un punto interno del cerchio di convergenza, per es., dal 
punto /, fino ad un altro punto qualsiasi a interno al cerchio, » dopo un siif- 
11 Sciente numero d'integrazioni successive si giungerà sempre ad una serie che 
il sarà convergente indipendentemente dall'ordine dei termini anche sul cerchio 
u di convergenza, se anche la primitiva non lo era; e quindi la serie ottenuta 
Il sarà convergente in ugual grado in tutto il cerchio di convergenza (il con- 
ti torno incluso), e ad essa si potranno applicare integrazioni successive finché 
u bì vorrà, anche arrivando fino al contorno e sopra di questo ». 

Nel caso particolai-e poi in cui i coefficienti An della nostra serie 

" -^"l — iT^) ^'^^^ ''^'''' ^ finiscono per essere sempre dello stesso segno, 

p. es., positivi, considerando ancora la serie dello derivate i'*, con i abba- 
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18tì Dini: >y.'../ 



Si osservi intaiti 
converjyenza avivnio 

e la serio dei nì->«l!. 



/ 



• • 



e in essa il rapì 

essendo e» iiim 
poiché, per Ui 

stanza errano 



e. ■■■ '■ 



negativa, ni:» 
si potrà irit:i: 
ma anche »■ 
ranno inchl". 

Ciò ]!«■ 

ma vicin'> 
avremo 



(juin'ii 



CSSt'ìl 



liclì 





ire nei §§ I e 2 della Memoria del Volume precedente di 

iip[ionendo che in quelle iormole le coBtanti r, , f,,... (■„ 

ii'tn contengano z, o conleitendolii siano anch'esse funzioni 

'■itnipo C e le funzioni ausiliarie ?, , ^!,... s„ siano indì- 

■■, come funzioni di o" fra a e // siano funzioni regolari, e 

«iuiio finite e continue esse e le loro derivale fino alla (» — 1 ,", 

miche le derivate n' finite e integrabili. 

tvando le notazioni delle Memorie suddette, e sup|ionendo 

-egue, quando non ei avverta espressamente il contrario, 

I vailo da fl a i (gli estr. incl.i a„ e Q siano sempre di- 

-servando che in ogni termine delle serie che danno le 

H'grali della (1) i coefficienti «,, a,,... o„-i, «„ e A' vi 

.. l'orma inteia insieme alle loro derivate rispetto ad x. e 

rispetto a questa variabile poBBoiio farsi fino all'n" inclusive 

("ner conio delle osseivazioni generali che abbiamo fatto al 

■ subito che essi e le loio derivate rispetto ad x fino alia n" 

ndrftj di « nel campo C; e se rf è un numero positivo del 

"' inferiori i moduli (o i valori assoluti) delle quantità 



X., 



,<lx, 



■ j "- — j — -^- per r e II compresi fra a e i (a e 6 ine!.) 

il'uuto in un campo C, tutto ittterm a C, evidentemente i mo- 
iiiini della nostra serie saranno inferiori ai valori assoluti dei ter- 



' che sono quelli di una serie esponenziale, e quindi 



-tfifrfttc come funzioni di z nei campo C saranno evidentemente 
M in ugual grado nel campo C, per ogni valore speciale dì x fra 

*t ponsideri (gli estr. a e l' iiicl.). 
" Ha questo intanto, a causa di un teorema noto sulle l'unzioni di 
■■omplessa, che sotto le ipotesi fatte intorno alte costanti r,, fj,... e,,, 




l>|iorre ohe le z,, a,,... ^n non contonganu ~. iilmeno [incile il bro daier- 
iiq 90no diversi da zoro per x compreso fra a e ò (a o fj inul.', nuri jiorta 

i/.ii>iia nell'integrale, perchè per ijuanto si disse al §9 della prima delie Me- 
-'Dinanque siano prese le dotte funzioni ausiliarie jj, Xf,,,. Sn purclió aoddi- 

licioni soiira indicate, basterà prendere oppnrlunaineiiti! le costanti e, , r^,,. v„ 
•A\'i \e nostre formole diami i]iialiin(]ue into^'ralo rlellsi nostra ennazione (I). 



Dirti: Siudii sulle equazioni differemiali Itneart. 



In stitnnin della nostra eerif^, e quindi l'integrale Hejhi nostra equazione, «flrJi 
una funzione olomorfa di 2 nel campo C,, e quindi anche in C (esci, tutl'al 
più il contonio), per ogni Talorn di x fra <i e b (a e h iiicl,); e questo, sempre 
per lo osspivnzioni fatte nel § 1, basta anche per jiotor dire clic le sue de- 
TivBto y. y ,-•. rispetto ad .r fino a quell'ordine (non inferiore ad «( pel quale 
potranno aversi, saranno esse pure funzioni olomorfe di z nel campo C finché i 
8i mantiene nell'intervnllo da a a b (gli ealr. incl.)- 

E siccome derivando termine a termine rispetto ad x le serie che rap- 
presentano gli integrali della equazione data, si oltinigono serie per le quali, 
colle considerazioni stesse che abbiamo fatto sopra, si vede che oltre ad es- 
sere convergenti in ngunl grado rispetto a z ne! campo C, sono convergenti 
in ugual grado anche rispetlo ad x nell'intervallo (a, h), cosi evidentemente, 
olire K ritrovare con questo le indicale parlìcoltirità rispetto alle derivnte y', 
ì/\... dell'integrale, si trova anche che queste derivate possono aversi colla 
deriTflzìone per serie rispetto ad ;r applicata alla serie che rappresenta l'in- 
tegrale stesso. 

In particolare dunque se pei valori di 3^ fra o e i (gli estr. inclusiì oltio 
ad esaere, come già supponemmo, «0 sempre diverso da zero, i cnefficieiiii n,, 
o,,,.. fl„ e X della nostra equazione (lì sono funzioni intere di z. e tali sono 
pure le costanti e,, r.,... c„ quando sono funzioni di ?, allora tanto gli in- 
tegrali (•) della nostra equazione, quanto le loio derivate rispetto ad x sn- 
ranuo sempre funzioni intere di z; e le nostre serie ne daranno la espres- 
sione «naliticn, valida in tutto il piano, per serie di funzioni intere di «,'e 
A queste serie potranno essere applicale anche le derivazioni rispetto ad x 
fino a quell'ordine (non inferiore ad u) pei quale esistono le derivate y\ y' , .. 
dell'integrale, e per tutti i valori di a* fra o e A la e è inclus,). 

E naturalmente, in questo caso, con processi convenienti l'integrale potrà 
anche svihinpai'si in serie di Caucht per potenze ài z — y partendo da un 
punto / qualsiasi, e queste serie varranno in tutto il piann s e per qualunque 
ralnrc dì r fra « e '' id e é ìncI.); e le derivate come gli integrali rispetto 
ad r dell'integrale medesÌTno per rjuanto dicemmo al § 2 potranno ottenersi 
colla derivazione integrazione per serie ris]'etlo ad r ap)>lioate alle seiic 
sies% dì Cavcrt. 



Ci Questa teorema fu dato già dal Picard nei tomo 111 del suo Traili tTAttali/sf 
(Pam l«*8t a piz. W. snppnoetiiJo i coetlìoìeiiti a,, rt,,... ii„ e X polinomìi interi in ;, 
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In ogni caso poi, se anche a, contenesse z, e ee. come potrebbe sempre 
Tarsi, anello per le funzioni ausiliarie «i, 3,,... Zn fossero prese fun:;Ìonì clic 
dipemlano aiiclie ila ^, i risultali ora ottenuti continnerebbero a sussislere per 
quei campi C relativi a z pei quali o^, 2,, z,,,.. z„ sono funzioni olomorfe 
Hi ?, e «( e 9 sono diverse da zero; ma, mnlgrado questo, noi, per sempli- 
cità, ammetteremo sempre che a,, 2,, ?s,-.. Zn siano tutti indipendenti dal 
parametro z. 

6. I risultati qui ottenuti valgono nel supposto che le f,, «;,... z„ 
siano regolari fino alle loro derivate n*, e a,, e ^ siano diverse da zero pei 
valori di x che si considerano fra a e i In e i incl.). 

Se poi 0, ^ per alcuni valori di x fra noi fossero zero, e alcune o 
più delle fiiMziiini ausiiinrie ^, , ^,, .. Zn o delle loro derivate rispetto ad x 
fossero infinite, allora quando, come potrà sempre farsi, gli integrali multipli 
ohe figurano nelle nostre formttle generali si facciano partire da un punto a. 
fra a & h pel quale queste circostanze eccezionali non si presentino, le nostre 
fovmole, e tutti i risultati qui indicati varranno per ogni valore di i da a 
fino a punti violili quanto si vuole ai primi valori «o o a, di z inferiormente 
superiormente nd a pei quali tutte o alcune delle indicate circostanze si 
presenteranno. 

E in particolare gli integrali della nostra equazione e le loro derivate 
rispetto ad ;r fino all'ordine n° almeno, come i loro integrali si manterranno 
funzioni olomorfe di z ne] campo C pei valori di x fino a punti vicini quanto 
si vuole agli stessi punti «o e a,; e lo stesso aweri'à anche in questi punti «j 
e «I per quegli iiitegrali della nostra equazione e per quelle loro derivate 
rispetto ad x che si mantengano finite e continue anche negli stessi punti 
fissi »t e «1 (^ 1). 

7. Indipendentemente poi da queste considerazioni si potrebbe anche 
in altro modo vedere che in alcuni casi, anche se pei limiti inferiori dei no- 
stri integrali, pei valori di x che si considerano si presentano le indicate 
circostanze eccezionali, i risultati oitenutì nel paragrafo precedente continuano 
pure a sussistere, almeno in parie, anche agli stessi limiti o pei detti valori 
eccezionali di .r per alcuni degli integrali ddla equazione data ( 1 1, e talvolta 
anche per tutti. 

In particolare per le equazioni omogenee, e nei casi considei'ali uellu 
Memoria del Volume precedente pei quali, malgrado la presen^-a di un infi- 
nitesimo di (f„ per un valore a di r fra « e i, si lia ancora un integrale re- 
golare 1/ della nostra equazione, si può aff'^rmare che l'integrale che allora 
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8. Torniamo ora ad ammettere che «o, e Q siano sempre diversi da 
zero fra a q b {a q h incL); e osserviamo che un caso più specialmente no- 
tevole è quello nel quale nella equazione lineare generale (1) i coefficienti 
d,, as,... ^n-M ^n 6 X souo polinomii razionali interi rispetto a ;?, o anche 
più generalmente rispetto a una stessa funzione y(^) di z^ cioè sono della 

forma 

A -f B^{z) + CJ{z) + . . . + K<f\z), 

essendo A^ B, C,... K funzioni regolari della sola x. 

In questo caso, indicando con /co il grado di y {z) in X, e con k il grado 
massimo pure di y {z) nei varii polinomii che corrispondono ai coefficienti 
«1, «2,... c/„, e supponendo che le r,, e,,... Cn siano indipendenti da z^ si 
vede subito che la serio che rappresenta il nostro integrale è una serie di 
polinomii in 9 {z) dei gradi rispettivamente /.q, K + *S h\ -\- 2k^ /^o + 3 A;,..,; 
e così in particolare se X non conterrà z, e i coefficienti ai, flfj,... ffn che 
contengono y (2;) la conterranno soltanto al 1." grado, allora nella serie che 
rappresenta Tintegrale della nostra equazione di a: fra a e è (a e ò incl.) e 
per ogni valore reale complesso del parametro z^ cioè 

Lo + L, + L, + • • • + Lm + • • • (5) 

dove in generale Lo = €n-i7 — t^t e 



Un 



(^0 



m j 



(«0 Qh J («0 g)x, j (ffo Q}x, J . j (a. g)x«. 



con ^a,= Pc + Xxtix^xidx,, il primo termine Lo sarà indipendente da^, 



a 



e gli altri Li, Li^. . Lm|... saranno polinomii in y («) dei gradi 1, 2,... 7W,... 
successivamente, cioè l'integrale sarà sviluppato in serie di polinomii in 9(^) 
di questi gradi. 

9. E se sarà in generale ar = ffr^fz) + K^ essendo gr e Ir funzioni 
della sola ar, mettendo in evidenza nelle nostre notazioni il parametro ^, col- 
l'indicare cioè con Elj/y z)^ Zriz^t e qa?a?i (^) il primo membro della equazione 
data e i soliti valori di Zr e ^a:ai quando nei coefficienti il parametro z ha 
il valore 0, e indicando inoltre con G (y) l'espressione 



n 



ZUrV^""'^ ;= (J, y^n-i) 4. g^ y{n-t) ^...^g^y^ (6) 
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e otto Zff- il Tnlorc di Zr corrispondente a questa cepreseione G{ij\, cioè 

c con / an valore pnitìcolarc finito ima qualsinsi) dì .", nvictno evidente* 

E{y, zi = E(y, /) + [f(2) —9Ìy)]Giy}, 
ZAz) = Zriy) + [fiz\--<t\7)\Zs,r, 

eveptlo %9^a, <^'^ *^t'^ diviene Q^f, quando ni posto delle Z,, Z,,... Z„ si 
pongono le Zy,, Zg^,,... Zy„ nelle quali sia cambiato x in r, . 

Sì supponga ora die j'er le solite funzioni nnsiliaric «,, ?;,... ?., siano 
prese quelle di un sistema d'integinli fundamentnli della equazione aggiunta 
■iella £iy, 7I ^0 corrispondente ai valore y di s; queste funzioni, se a., non 
si annullerà mai nell'intervallo (w, hi, avranno ancora la particolarità voluta 
di essere regolari almeno fino alle derivate ti' in questo intervallo; e aven- 
dosi allora Z, (y't^^O e quindi anclie q^jj^, ly| = 0, è certo che, fincliè restino 
le Ci, Ci, .. f„ indipendenti da z, le nostre serio corrispondenti all'integrale 
della equazione data A'(y, z} = X saranno serie ordinate per le potenze di 
<ftz) — ^(ylt cioè saranno della forma 
A^+ Ai\f(zi — f{yi\ + A,\f{2) — r(yi\'+ A,\r [z] — <f{yì\' -\ , (8) 



■'" = "'-' (aVk' 



(9) 



e A,y Atf- Amf- finizioni delta sola X deteiniiiiate ilaltii fornioin generale 






», 11") 



A. = Qr -r\X,,q,j„tìr,, 




esMiido 3 un punto qualsiasi fra o e ft o uno di questi estielui o e J; e in 
particolare se y(.-) = ^, esse saranno ordinate [ler le ]ioten7,e di 2 -y, cìoù 



à 



tot-o inUgrali Hormali. 



corrisponderanno agli sviluppi di Caooht 



A,iZ -yy + - 



(12) 



pei nostri integrali. 

E se si ricorda che la equazione aggiunta A (5, y) - 
è la seguente 



Odella Ely,,) = 



' + <, (a.i;)'"-'IH h <--,(»»-, O' + t 



a»i: = 0, 



(0. {(I-M-. ,(»,«.'" 

dove a,, a,,.,, 8„ ,, a„ indicano i valori di a 

applicando una noia forinola di Liouviu-a sì vede subito clie poi donomìn 

tori a^Q si Uà agQ = ì:a,e " ' ^kay"e' ' , ossendo k ima co- 
llante; per mudo che Q sarà fìnìto e divergo dn itero fin a e b, e se per la 
equazione data snrà ai=;(H — I) a» (come potrà sempre ottenersi moltìpli- 
enido la equazione stessa per un fattore conveniente) nvrcnio a, Q = Jc\ e i 
I tbIotì di Ao e Am verranno piii semplici quando col moltiplicare le z,, 
»f,... 2» per costanti adiitlate eia ridotto a„Q^=ì. 

E si può lincile aggiungere che se 5,, f/i,... ffn-ì sono tutti zero, cioè 
se ^{z) fìguia soltanto nell'ultimo coefficiente «„ della nostra equazione 
E(y, 2)^A', allora qj,**, si riduce a — gnli^i ^r,}. 

Se poi, contiariameiite a quanto ora supponevamo, le funzioni ausiliarie 2, , 
Zàf. in non saranno gli integrali della equnzione aggiunta della £ ( f/, 7)=^0, 
per modo clic non sia qa,,_(j')=0, allora le serie (8) e (12) che qui ab- 
biamo scritte saranno precisamente quelle formate dai termini di grado piti 
alto in f^z)---^{y) o \a z —y dei singoli termini della serie generale (5), per 
polinomii in f{z) — (^(y) o in z — 7, ohe si avr^ allora per ra))presentare 
l'integrale y della equazione .Eli/, z) = X. 

10; Questi risultati poi che danno un processo generale per trovare 
gli sviluppi in seiie di potenze intere e positive di polinomii inferi in 
y (2) — si^) o in ^— y per integrali della nostra equazione E (i/, z)^X 
quando il primo coefficiente a^ e sempre diverso da zero nell'intervallo (n, b) 
che si considera, varranno anche qunndo lo stesso coefficiente a^ diviene in- 
finitesimo in un punto r =^ ? nell'intervallo (o, h), per quegli integrali rego- 
lari della slessa equazione che, come nei casi considerali nella Mer\ioria del 
Volume precedente, talvolta esistono, e possono ancora rappresentarsi per 
mezzo delle nostre serie generali, eolla introduzione dì funzioni ausiliarie par- 
ticolari ^,, r,,... ^n e per valoi'i particolari delle r,, r,,... r„ . 
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Però bisognerà naturalmente die queste funzioni ausiliarie particolari z,, 
2,,... r, siano integrali particolari della equazione aggiunta della E{y,y)-^% 
se si vorrà eh" le sorie corrispondenti ngli integrali della equnzione data 
£(y, il^.V siano delle forme (8) o (12), senza di che rientreranno soltanto 
nella furma generale (5) di seiie di polinoniii interi in ^ (2) — -<^{y) o in z — 7, 
nei quali ì termini di grado più alto saranno Appunto quelli corrif^pondenti 
delle serie (8) o (12). 

Indipendentemente poi da questo, per quanto si disse in generale in 6iie 
del § 2 sì puù affermare che gli sviluppi precedenti per potenze intere e po- 
fiilive di y(?) — :(■/) o di z — y trovati soltanto pei vnlori di x in qualunque 
porzione iiilenia a un intervallo (w, b) nel quale 0, diviene infinitesimo a uno 
o a tutti e due gli estremi a e b varranno anche in questi estremi, salvo a 
prendere allora pei loro cocfìicienti i valori limili (clie certo devono esistere) 
dei coefficienti che si avevano per x diverso dall'estremo corrispondente e 
vicino quanto si vuole all'eslremo stesso, purché si tratti d'integrnli pei quali 
si sappia in qualche modo tlie nnclie qnnndo z è in questo estremo sono 
funzioni olomorfo di y(:r) dì ?. 

11. Tutto questo però quando le fi, r,,... r,,, oltre ad essere costanti 
rispetto alla variabile t, siano indipendenti da z. 

Quando poi anche queste quantità e,, f;,... c„ dipendano da z, allora 
se Oo sar^ sempre diverso da. zero fra a b (a e b ìncl.), comunque siano 
scelte le funzioni nusilinric ?,, z,, .. ?„) e quindi in particolare anche quando 
siano prese per esse integrali fondamentali della solila equazione aggiunta 
della E{tf, 7) = 0, le nostre formule condurranno ancora a qualsiasi inte- 
grale 1/ della nostra equazione E ly, s) ^^ .V, ma questo non sarà più in serie 
dì potenze intero positivo di (f{z) — fiy), di 2 — y, in serie di polì- 
nomii interi dì queste quantità. 

Però siccome, sotto la nostra ipotesi che fra a e b {a b iiicl.) il coef- 
ficiente (1,1 non divenga mai infinitesimo, le e,, e,,... f„ possono prendersi 
comunque, indicando con ir,, ir,,.., fn gli " integrali particolari della equa- 
zione omogenea E(ij, z)-—0 che vengono dalle formolo precedenti facendovi 
A'=0 prendendo le r,, r,,... (■„ tutte eguali a zero tranne respettivamente 
la prima, la seconda,... la n' che sì prenderanno invece uguali ad uno, 
indicando inoltre con Y l'integrale particolnre della nostra equazione oom- 
plein P' (ij, z) - X corrispondente ai valori della r,, e,,.-. r„ tutti zero, che 
godo della particolarità di essere zero insieme alle sue prime 11 ^ 1 derivale 
per ,T ^= «, ed i unico e determinato, è noto che ir,, te,,... tr„ coetiluiraimo 



Loro integrali normali. 197 



un sistema d'integrali fondamentali della equazione omogenea Eiy^ ^) = 0, e 
le stesse tr,, M?g,... Wn e Y verranno ancora dalle forme precedenti (5), (8) 
e (12), e si otterranno da queste col sostituire ad Aa; respetti vament^ 

Q^^ , ^^ , . . . ^^ , - , essendo (?.,,, (?,,,,... (?„,n i com- 

plementi algebrici degli elementi dell'ultima colonna nel determinante Qcj 
Q] e per ogni integrale y della equazione data E{yj z)=zX avremo evi- 
dentemente la formola seguente 

per la quale lo stesso integrale, se non viene più sotto le forme dei §§ 8 e 9 
quando le Ci, e,,... Cn contengono z^ dipende però da queste forme (5), (8) 
(12) in modo molto semplice. 

E se tfo Q diverranno infinitesimi in qualche punto diverso dal punto «, 
questo risultato varrà per ogni valore di a: a partire da a finché non si ar- 
rivi ad un punto d'infinitesimo di a© di 9, nel quale si abbiano singo- 
larità per gli altri coefficienti e per le funzioni ^i, 2',,... ;?n • 

12. In particolare dunque, quando le e,, rg,... r„ siano potenze po- 
linomii interi funzioni intere in (f(z) o in z^ le formolo precedenti daranno 
sempre l'integrale y in serie di potenze polinomii funzioni intere di 
(f{z) — (f (y) di z — y ; ma evidentemente non si può dire che si otterranno 
con questi processi tutti gli integrali della nostra equazione E (y, z) = X che 
sono sviluppabili in serie di potenze intere di (f{z) — y (y) di z — y pei 
valori di a; fra a e b. 

Per questo noi prenderemo ora a considerare in modo generale il caso 
in cui, indipendentemente anche dalle considerazioni precedenti e dalle nostre 
formolo generali, e seguendo un processo qualsiasi, sia stato determinato, 
anche soltanto si sappia che esiste un integrale y della nostra equazione 
E{yj z)=^X che, come funzione di r, in tutto l'intervallo da a a 6 (questi 
estremi incl.) è regolare fino alle derivate n^ le quali sono ancora finite e 
atte alla integrazione, senza escludere ora che Oo fra a e 6, in questi punti 
stessi possa anche divenire infinitesimo; e inoltre l'integrale medesimo è svi- 
luppabile in serie di potenze intere e positive di (f{z) — f (y) in un campo C 
relativo a z che potrà anche essere tutto il piano, per modo che in questo 



campo C m ptr s wytw Bm s < ft f« • ft inclus.) sì abbia 



MnndB fe JL IwM» M * cfe fatmao «Mere diverse dalle A„ dntc- «ìallc 

S M i n I 'li par pbsB cwft rfct per ^«anlo si disBO ìn generflle al § 2, 
fe fi i irriiwif 5L vnuiBa Ìb ih hi ii« rw^gt» ad x determinate e finiiR fra a 
a 6 iit • t ìaei..< ofaMmu Sao aOe i^, • ■8*iiit«>grale y sarà applicabile la de- 
nvuiaiM per »na ni|ietto ad x mll» asso intorvaìlo (gli estr. inclusi) 
sempr» Sdu lille denvaEe n' iilm«io. 

IS ottto a. CIÒ se, tenradoei ora colEs x ìn una porzione qualsiasi {a, b ) 
dttH'iDttfrvnlli) i.u^ &\ iu o^ì poniu deilii ({«ale (a' e 6' ine],) il coelliciente a, 
«in iwinpnt diverso da Mrw, e ciie potri <|iràidt «ssere anche lo stesso intiero 
jitlorvnlUi (u^ h) quando in «ma <■« non »a Mai zero, intt'iidercmo presi per 
U< ;,, ■■(■•• -'» > wlili ìiite^raii fuoiiaomitati d<>Ua equazione aggiunti! della 
Kijt, y^ 0, » intrtìdurr^Bio aaeen gfc inlt;*Tali ir,, tf;,... w„ e 7 de! pa- 
rnitnifii pivi'vdt^ulv, che sarasno altrvttiale 5«rtc di putenzc di ?(^)^ ?(-/), 
allura pvi' i* vtiiHprMW fra n « Ì <« ti ind.) potremo sempre scrivere la 






Vnlori iMinvttiiHMili ilullu vtHilHUti c.^ fìy~. % li^he saranno indipendei 
MK /, init ptiliUHiio mmtoiitfr^' ^'i pcn-liè iwirintcrTnllo (n*, Ì) le tr,, ir,,... 
MMfi'it* tJili'lfi'Hll l'iatilHUii<nt«)i dvlla «Miuaaioae omogenea Eiij, ?)=zU. 

K (jtM**)*' i'h <*«)<.• Oh Ù p()U'*iiuo dvtermiuaro rDtilmentc, pfrclic la sfest. 

AjfM«it(riiN, iimli'iita ttlltt hUv» m I ch« w w deducono colla dcrivazionu. 

> tt» Oli ifi dk lut't-^ **'' "" ^bteina di n equRzìonì lini^ari ri-^ 

■ <i I ''(i"i ''ili t> >|He»l« ev)U«3iÌ(»iii, col dare nd .r il valore tr, 

' ".lorh l'i'Cio iKitriiiIvrvHtU* m. 5), o un altro valore Bpccìaie 

> p (() 4|>imI<i Inlt'rvalto, dvloi utinvruuno subito i valori delle 

..ri*« ( '|((Hh II ini»lrii iii1ti|;iit»e ^ fra a e i si esprime per gli int# 

■' H-,, (IhIIh /l'i,v, -vi o iH'r )'; o questi valori r,, f.,.j 

,«IMHi (laprPHiI )■(*)' i|U(t»icitti di serie ordinate per le potenzi. 

, . utf) qiliill 11 tlt'noiuiliwlorfl c^iinunf f> sarìi il determinante foAf 

i..iwvit(#l* (h^M ÌM(f|»rii|l «■., tf',.... Tu di-lIft fiiy, .>) = per x 
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iulle (9) e (10), i coeflBcienti Bi, ^g,... Bmj'" dell'integrale dato conten- 
.'•110 in modo determinato le costanti che figurano nel coefficiente ^o- 

Del resto poi comunque si determinino successivamente i coefficienti 2?o, 

'n , Bty.. Bmy» per mezzo delle equazioni precedenti, la serie 

V 5^ [y (^) - . (y)]'n 


'^i darà sempre un integrale della nostra equazione E(y^ z)=^Xj per tutti 
noi valori dì x e z pei quali risulti convergente e derivabile almeno fino 
ill'ordine n rispetto ad a:; e allora in tutte le porzioni di (a, b) nelle quali Oq 
-ara diverso da zero, per quanto dicemmo nel .paragrafo precedente, essa si 
i^jprimerà anche per mezzo della serie (8), colle Ao e Am determinate 
flallc (9) e (10;, ma nelle quali le ^i, rg,... r„ siano funzioni fratto di 
: ('^) — ? W che si determinano coi processi del paragrafo precedente. 

14. Ora rispetto a queste quantità Amj che prenderemo sempre come 
<late dalle (9) e (10), sia che in esse le r^, ^2,." ^n siano vere e proprie 
costanti anche rispetto a Zj cioè che non dipendano affatto da z^ come av- 
viene nel caso degli integrali considerati al § 9, sia che esse contengano z 
come avverrà ordinariamente per gli integrali più generali sempre ordinati 
per le potenze di (f (z) — y (y) che abbiamo considerato nei due ultimi para- 
grafi, e che abbiamo visto potersi sempre porre essi pure sotto la forma (8) 
in tutte le porzioni (a', b) di (or, b) nelle quali a© sarà diverso da zero, os- 
serviamo che dalle loro forme (9) e (10), per mezzo d'integrali definiti da a 
ad Xj si vede subito che per essere a© sempre diverso da zero fra a' e // 
{a e b' incl.), con che lo sarà anche Q (§ 9), le .li, ^t,... /Im,.- per 

x = a sono tutte zero, mentre la prima Ao è ugufile a ( y^i , e dipen- 

derà quindi ordinariamente da ^ se le Ci, r^,. . Cn contengono questa va- 
riabile. 

Derivando poi successivamente le stesse espressioni di Aiy ylg,,.. i4„,... 
rispetto ad r, colle rególe note, fino a quell'ordine pel quale le derivazioni 
sono ammissibili, si trova che, per x-^a^ A^ ha sempre uguale a zero 
almeno la prima derivata, Az ha sempre zero la prima e la seconda, A4 
ha sempre zero la prima, la seconda e la terzn, e in generale Am ha sempre 
zero le prime in — 1 derivate. 

E poiché, avendo riguardo alla espressione per determinanti di qp,«,«?j e 
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a qualla dalle me derìrato riatto ftd z, si trova eb« eoi brri r,;= 
il ^t*.*x diTÌono €n .?i9, -g^ diviemi [ *„ , (h — 1 > (7, + '* »?. ! Q, 



Mpressiono lineare delle quantità i^t. 



e ìb g«n«rale — ^ ■ ^'' ilÌTteDe 

y,,... 7^-. e MU liiru derivate, eoaì aTpiido riguardo ancora alle ronoole 
rh« »t trovano p«r 1« svccwsìve derÌTate rispetto ad x di A,, Ai,... Am-,,... 
ti vudw •ubìto cb« se y^^ ^n--- 9h-t santnno zero, cioò se ^\z) incomincierJt 
a SsttrAT* n«l[a equunoM dat* soUaatu al coefficiente «a, allora por ciascuno 
,|t«K mt**tc<^'* •^>* -^r.*>- •-!■•»■>• vi saranno nitro il* — 1 fiorivate per X:r=a 
p^ «t Ktiixttk'niBtio oltrv a qiwtW che già dicemmo essere scniprc nulle; e 
)H Mrkìcvhu-». » • !•> fi^^uvri B«Ila eqoaiione data RoltRnto neirultimo cocf- 
SeiiWlw ««te.. ^ ■'•• -■*»• •■••-•■•■-■••f-- pT x = « snrniiMO zero insieme re- 
Hu«|(tviiw<^Htv aW* IwT» prtaw m - I, », m -f- I,... m f « —2 derivnte. 

fi txì «^*)tu*^* '^^ >4it>.*»4i nsvitatt efc« ro«tnM>ndo il detL-rmiiiniite D rela- 
titu rt^tt ink*trr«I> i^'* v»w. v. tkl «^oale [«aflammo nel § 12 si trova clic 
it «tt» »iJw» |*r »=« 4 «i fofcw»» drf grado --^^^ — -^ al più in 
f ^4) — y^\ • M riitw^ ì»d ì y«Mèi»»t ém r «{«andò nella et^iiazìone data )l 
k(f) llyu^^ wdtHHtu iwH''MtliiiM cof fcì « » l» «,, fftfh^ allora gli stese: into- 
i(r«li (Tu *>Si>>- M^ * ti* Ivrv )»ri«e « - 1 derimM risultano tutti indipeii- 
dvtttk da < l'VIf » *^ 

K |'t>> «|»»Mil»» aj'l'WKhv • Jftehi l'mtpgrate >" per i=^« è sempre zero 
iiMU M\v* titiiattitk hIU* Mit* )iiimv w - I derìrate, resta ora dimostrato quanto 
tllraitMitii h) 9 Ui *'i>'«'^ «'liv' ìli (|Ue»to easo te f,, r,,... r„ del paragrafo stesso 
i¥i\\^i>\w HiUw iU*lltt l'i'iiim /..rjf. I /(.ry. -f • ■ ■ -i- '/«.ryó""", emendo le y,,, 
yi.M" f^'M tiidijivitiliMUi da d. 

|l) lltt) IHlttl |<l>ti (9110111)0 conto dt'lln os^eeiTa^ione fatta intonto alle de- 
llHllti di -In ^ti"' •^w^■■ " «l'mpro pel caso in cui 6Ì suj.pone ebe y(r) 
HhHI'I umIMIiMi In »»• •' vod" miliìto jìer la (8) che per un integrij» qnnl- 
timfi It ilidt»! Hoitm (iqHllllinno i valori di esso e dello sue prime « - 1 de- 
HiHi» l'HF * (t ■""HI"" reKpetti vomente uguali a quelli di — ^, l*^)' 

/ '*,'il ' ■ ( !n] I""' '^-"i ^ q'iiiidi quando l'intogralo stesso », e le 
\Jtt V / "« V/ 

tH» iÌHfmi* jV'i Hf" ^'""" P^>' ^ = « di;bbano avere vnlori dati y.» y,, 
X y », " V^ "' '** ("ostiinti r,, f,,... r„ ad osso conispondcnti nella (8t, »a- 
X^M ff'd !/"'««•'' "lei § 12, potranno essere delcrniinate col mezzo dello 



I 



i 




Tjotò fnfggrali mnmUi. 



'j- = \ 



■ !/.. 






pquftzinni 

(ir?).' " ■ = 1 ;^ I.' ' • - W.-Q i.---'~ - • ». pi. 

che soiin lineari rispetto alle stesse fi, fj,... e„ . 

E queste cot-taiiti risulteninno nncora naturaimente funzioiii intere di 
fiz), o di (f{z)^f[y), se tnli earnnno ì valori cinti di y,., y'o, y",, .. y^~*\ 
e risnlteranno ìiidi|'etidenti da z se tali saranno gli stessi vnlori ;/«, y',, 
>/'t,... y„""''; e l'integrale // poi sarà quello che vorrà dalla serie (8) po- 
nendovi per le e,, Ci,... c„ i valori così trovati per esse. i>er modo che nel 
caso in cui le y,, .'/»)■■• J/u'~" siano indipendenti da s, lo sviluppo dell'inte- 
grale per potenze di ^{z) — yi-/) almeno poi valori dì r nelle porzioni del- 
l'intervallo (w, h) nelle quali Ob h sempre diverso da zero, combinerà preci- 
samente con quello diito al § 9, [ler valori delie- r,, r,,... c„ indipeit- 
denti da z. 

15. Prima di procedere oltre in (juesti studii generali vogliamo fare 
ona applicazione dei risultiiti ottenuti al caso delle eipiazioni Jl-I secondo 
ordine 

a,y" -Ì-C'j ^' a,y = X, 

quando in esse '- U) figura soltanto nel coefficiente fl,, e si pnò quindi scrì- 
vere a,~-go{z}-\-lj a^ = gz-\-I, essendo g ed l funzioni della Boia i. 
Prima però osserviamo ohe in questo cnso moltiplicandola per 

I <!-'d- 

— e' "■ , la equazione data i 



UZ' 



riduce alla forma 



A-j: 



senza ohe 

eon ,r per 



l'introducano singolarità, nei coefficienti, a meno che non si passi 
punti nei quali già si avesse la singolarità derivante dall'essere 



o„=^0; quindi, volendo, le equazioni da considerarsi potremo sempre inten- 
derle trasformate nell'altra 



■+ «., 



(13) 



sotlo la quale del reato bene spessa si presentano da se nulle applicazioni-, e 
allora la equazione aggiunta di quella omogenea corrispondente ha la parti- 
colarità di coincidere colla equazione stessa. 

Annnli dì Malomatìca. Serie HI, tomo XII. 27 



1. 



r tqvaevrtit i 



tzialt lineart. 



Altre trasformazioni poi, e molto notevoli, potranno anclie farsi come 
mojliammo dettagliatamente nel § 21 della seconda fra le Memorie citiitn 
luibblieata nel Voi. Ili di questa serie drgli Annali; qnali trai-furniiizoni si 
fatmo coir apiilicare un cainliiamento di variabili per mezzo della forinola 
<ì X = f{^)dl, d'.ve /'^;) può essere scelta a piacere, e poi col fare anclie un 
canbiamento di funzione colla forniola y^tu. 

Si giunge subito allora alla equazione 



«■' + 



Ir') 



» + 



r/) 



+ 0./Ì 



= A7, 



(I*) 



nella quale le varie derivazioni si intendono fatte rispetto alla nuova varia- 
bile l\ e con questa, profittando della indeterminazione che si lia in /" e in |, 
si ottengono varie forme sotto le quali la equazione data può porsi. 

Goal per fare sparire il secondo termine si vede che basta prendeie 

t=^y~^,ot/ = \l~u, con k costante, riducendosi allora la equazione alla 



I 



forma 



^ìlf-i^Jfil-f^k-'' 



nella quale f resta ancora indeterminata, e può prendersi in modo da fare 
acquistare alla equazione certe altre particolarità; come, ad esempio, quando 
sia a, = ^ f U) + /, e g non sia mai zero, si potrà scegliere f in modo che il 
coefficiente di 5 (2) nella equazione trasformata precedente sia uno, poiché ba- 
sterà prendere f ^ \J — 
zione si riduca alla forma 



I quindi y = r^^^ , 



per far sì che la nostra equa- 



' + lf(^) + '.|« = A'., 



Ijatff d 



{^j'-^ì 



. VflBg -I 



E senza fare sparire il secondo termine nella (14), e ancora nel sup- 
posto che sin Ot^g'^iz) + ?, basterà dividere la (14) stessa per gft, e poi 
determinare t in modo che il coefficiente di w' sia la derivata rispetto a { di 



quello di II , cioè basterà prendere t = 



con e costante, per ridurre la 



i 

i 
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stessa equazione Rlla forinn 

tiilcht, profittando di quelln indeterminazione che resta nncora in t per la 
presenza in t di /"i^l, potremo fare in modo che il coefficiente di h sia sem- 
plicemente 'flz\, e la oqunzione si riduca alla forma 

bastando per questo prendere per t un integrale particolare delia equnzione 
omogenea -~ ia^ j-\-\-lt^= 0, che è quella che viene dalla equazione data (1 3) 
rìducendola omogenea e aopprimendovi il termine in f '~); e nllora determi- 
nato questo valore speciale (o di (, si avrà /=— , d^ = ^ dx, cioè 

gii e 

y = fj M, essendo ; ^= - ^ /J (i r la nuova variabile. 

16. Ciò premesso, prendiamo a considernre la equazione omogenea del 
seeond'ordine a^y" -}- a,y' -{- a,tj ^0, nella quale supporremo «b e a, fun- 
zioni della sola x, e a, funzione dì x e j di primo grado in f) (z), per modo 
che la equazione stessa possa sempre intendersi ridotta alla forma 

(15) 

sotto la quale iijipunto la prenderemo sempre; e di questa cerchiamo gli in- 
tegrali 1/ che Kono funzioni intere di <f(z} pei valori di x in un intervallo 
(o, h) nel quale a^ non è zero, salvo tutt'al piii ngli estremi. 

Essendo « un punto di questo intervallo nel quale «„ non è zero, avremo 
per l'integrale cercato 



''(''• si) + <i'?'^)+ "*=°' 



</ = - ^„%J^ - b (2) - ì (r)] J Jfl {~g)^ qir,x,)dx,- 



-vi/)l'Jj.-i^ 



''\s':{(^'q]\.?^''" "■'"'''' 






■J' 



•■V-.QV.: 



ì^^r. 



'^ '*' "^'* ^«•^'* iMuziomé tiiferenziali lineari 



' - ; ^ 7. - - — :. z ^. ì r^ £^\ ==LZi^z^ -Zt'^% dove 7, 

" '*''• ••*^ - aumiio n t?«i -h •.'alBtiia x in x^, e 2ri e ^, sono 

">*r!T-:. -H'^r -*•-! '-tuaziDne iicrnmcsL ii iaf4Ia data perz^^y, che 



, -:., -j. - -14=0, (16) 

uii -f - oai ^=r' f = ~* ^<>" * -JOHiaiiOB che potrà prendersi 

•j «?s:r*ff>-m oDNftmm iiiiiL ^^ costanti «?he figureranno in ^, 







X. ^ (17 



i . ^^ "* 



I i 1 1 1 t a t. * V fc 



- >^ 



>*, j r^ ^ r^'ix, 



'••'.: cj 3'-i?^rtui r e r* tlelLt e«^Qa- 
uMu- •-..•- *. •. ^ 'iieiir:!!: IT iei]a eijaazif ne ^e- 

'-^. ?f! stufiti t^tionu 'ial rretredente con 
rv^. .nmbiaoj X in T. e aTerlo 

• n.;iii- M-.ti' ^ : .' ' "- --^-.TT !^ rari 'ttZLCfjjie incera »ii 

« 

i^-i .|ii Ili. io '^ ^;.i"i' .t . ■ v'..- laii'iu .e .• e e* siano in«ìi- 

Cesi in pai I iv*v»iino NO ^iiià \ Kiy,^x^ ^o .i -«iia.: une ia^ sari Id se- 

i{ no Ni fi 

(Joy -r ^^^y T Hì^y - o, 

rtlhi (|Uh1(J del re^to noi già vedemmo che la /|5; pu?, ?*r:mpre nàsca, e se 
iiarà f'iy) -0, cioè se y sarà un infinifce?rimo ^Ji ^^iz)^ allora la ai à ri- 



Loro integrali nw^mali. 207 



durra all'altra semplicissima a^^' -[- «'o^' :=iO, e potremo prendere 2(1=:= 1, 



.r .r a\ X .r 

Ì' rf j; 
— > e 
. «0 



C d X ». ^ frfj; /-N r^fa; C dx 
=^ - > e sarà O^ :zzz f, — d ' 9 (^- -t, ) ^ r — 



<i II a X. 



r integrale (17) verrà a presentarsi sotto una forma più semplice, che in 
questo caso delle equazioni del second'ordine si ha subito anche da quella 
che detti al § 20 della Memoria citata del Voi. Ili di questi Annali^ perchè 
le Zx e Zt che vengono cosi a prendersi ora sono nppunto quelle stesse che 
furono prese allora. 

E così, fermandosi in particolar modo sulla equazione 

{i—x^)y—2xy + z {z + l)?/ = (18) 

che si riduce a quella delle funzioni di Legendrb Xn quando il parametro z 
ha i valori particolari n, — (n + l), essendo n un numero intero positivo, 
avremo 

, ( dx 1 , 1 + X 1 . l + x, 1 i 4-0: 



a 



quando si parta dal punto « = ; e l'integrale y sarà 



X 

Ci y \ \ x , -2^ (^ -|- M i Z' ^i I 1 + ^i \l\ 1 4 ari , 1 -f a:\ , 







1)1* r/, 1 I- J-l , \^X\, C(Ci. l+Xt W, M- XJ , 1 -I- T,\ , 







e questo per qualunque valore reale complesso di z] talché in particolare 
per z = n z=^ — (n -f- 1) questa formola ci darà una forma nuova ordi- 

. W- ( W ~T~ 1 I 

nata per le potenze intere e positive di - — - — - per l'integrale generale 

della equazione delle funzioni di Leqendre Xn • 

Per z qualunque questo integrale della equazione (18), che corrisponderà 
così a nuove funzioni più generali della Xn (*), sarà in serie ordinata per le 



(*) In un'altra memoria, che spero di potere pubblicare fra breve, metterò in evi- 
denza anche l'importanza speciale che, specialmente in vista delle rappresentazioni ana- 



{ - 



Ditti: Studii »uU« equazioni differenziaH lineari. 



n di — quando le r,, r, siano costanti, e sarà sempre funzione 

i di 1 quando le ptesse e, e r, siano funzioni intere di qiiesta 



fn particolare, quando sia f , ^ 0, e , = — 1 l' integrale corrispondente 
«Tra la forma più semplice 



( 



Quando poi per le z, e ^, si prendano altre funzioni ausiliarie, atlom, 
come dicemmo al t^ 9, ì vnrii termini della serie corrispondente agli integrnli 
(IuIIm nottira equazione nel caso di r^ e Ci costituti saranno funsioni intere 



17. Tornando ora a considerare le equazioni lineari di ordine qua- 
luii'|UO ohe oltre alla solita varialììle x contengono un nitro paramotio vaiia- 
ImIo ri*Bl« complesso e, [jaRsiamo ad estendere a queste eqiinzìoni generali le 
(HitiHidtTflzioni Kenemli e i risultati relativi alle equazioni lineari del second'or- 
illn» ottenuti da Sturh, e coni})letati poi negli ultimi anni, senza perb mg- 
KluitiforA ancora tutta In generalità di cui sono suscettibili, dai signori Kiteser 

IVeiidiamo perciò, in modo anche più generale, una equazione difTeren- 
«Ulii 4i)IIW<)ine n della forma 

a.y<"' + fl.y''' " + /*=0, (19) 

tifila mmUs In f >*i" una funzione qualsiasi che, oltre alla variabile x e alla 



IKM*» mi* tnntìoni dì una variabile reale, presentano le funzioni più generali della X, 
«Iw UH* *i Ì»lr»4aaoBo, corno »Ure che vengono dall» integrAzione di altre equazioni lineari 
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fanzione y, contenga tutte o alcune delle derivate y\ y", . . . y^^^ di questa fun- 
zione, e alcuni parametri reali o complessi (,, (tv-- (< indipendenti da x^ 
che per ora ammetteremo che possano trovarsi anche in do e ai . 

Indichiamo con y,, yi,... yn un sistema di n integrali particolari di 
questa equnzione corrispondenti a uno stesso sistema di valori dei parametri 
Ci, {i..« Cm ^ anche a sistemi differenti, purché in quest'ultimo caso questi 
parametri non compariscano in a^ e ai; e formiamo il solito determinante 



D = 



Vi Vi 



• • • 



• • • 



y(H-2) y(H-l) 



y(«.2) y 



(H-l) 



yn y'n • . . yi'-*) y'r'^ 



Indicando con /",, f«,... /« i valori che prende la funzione fin corri- 
spondenza dei valori scelti pei parametri (,, Csv- (>' ^ ^' questi integrali, 
avremo le forraole seguenti 

o. yi"' + «. yi"-" + A = 0, 
a.yi"' + fl.yi"-" + f»=o, 



Ooy."> + «.!/',"-•> + A = o, 



e moltiplicandole per gli elementi reciproci 2)i_„, D,„,... D„,„ di quelli del- 
l'ultima colonna di 2), e sommandole coll'osservare che la derivata D' di D 
è il determinante che viene da I) sostituendo agli elementi dell'ultima co- 
lonna gli altri y["\ yi"V . y!,"\ avremo 

0,2) +0. Z) + D = 0, 
quando s'indichi con D il determinante 

yi y'i . • • y\"-'' /". 



D = 



y« y« 



• • • 



yi"-"' /". 



yn y'n . . . yi""*' fn 



(20) 



al quale si riduce D quando agli clementi dell'ultima colonna si sostituisconp 



mah Itnettrt. 



Ponendo per semplicitìl di scrittiin 



e» 



(lipve e è un valore qiiRlsiasì dì x fra ri e h pel (]U«lo a^ e n, non linn 
singolarità, e a, non i: zero, e mnliiplicando In Giunzione ottenuta ppr 6«, 
(ittiene l'ultra 



J'"' D} 



+ e^ D = ; 






e da questa integiniidoln fra a o /i, quand'nnclie in questo intervallo tr,' 
presentino qunlclio PÌnpolarilli, e «„ divenga ;^ero in uno o più punii, pure 
nnelift allora le formule cotitinuiim ad avere un signifìcnto, si otterrà la f 
mola sei'uente : 



Ih"] ih'] ; 



1 



(i 



e quindi, coll'osservìirc clic sviluppando il determinante D secondo gli e 
menti della rolonna ]ia, qualunque sia p, ei lia 

Il per s diverso da p — \ , con s fireìtn pure fra i numeri 0,1,5 
si hanno altre » -1 equazioni tutte della forma 

= y'r />, p -f .'/';' D,j, -\- ■ - + yT fl„,, 

troveremo subito la formola notevole 



i:;"'r 



».,, ì; *. vT -I- R,, Z '<■ .'/!■' + ■ ■ ■ R.,, i *. : 



.f:,:-' 



p..p i <-. ;/,■' + B,.p i *. jl" + • ■ fl.p S i-. y';' 



rtove lo A|, A,, .. A„, e coA le i,, k,,... ìc^ sono quantità costanti, e sono tutte 
<]uii1sÌ»RÌ meno la hq , pel primo termine, e la kp-, pel Kecmido che devono 
essere liquidi nd uno, p e rj del resto essendo due qiuilunqiie dei nunn'ri 1 , 
2,.,. n ilifferenti o nnche uguali fra loro. 



18. Di 



'i'" 



listilta subito die ondi 



e fiÌH QffDriar — f) bisognerà die il 



1.' 



qi|. 



;llo 



dx^ 



j primo membro dell'ultima foimola sia zero; e per questo polrnnno presen- 

tarsi varii cnsi, fra i quali, quando si continui ad ammettere, come fempre 
d'ora innanzi faremo, che Oo e o, nell'inteivallo {a, b) non abbiimo singola- 

Iità, sono dn di,'-tiri;*uerpi più Bpecialmente i tre cegiienti : 
utto 
EcBta 
ìwm. 
■• 
Bro, 



il fattore e è zero, cioè si ha I - 

= /', nel qual caso per gli integrali y, 



Lltto per x = o che per 3" - 

EBta sollaiitft la condizione the essi eiano fìniii anche per x^a e ^ = 6 in 

rème alle loro derivate fino allo (h — 1/' indusive; ma siccome, qnando, come 

^a supporremo, (f„ nei punti interin del nostro intervallo (a, h) non sia inai 



"jaro, perchè l'esponenziale 



.f:;- 



poKsa essere zero, 



integrale j^ 



dx 



a^ divenga infinitesimo 
essere sicuri che 



possa essere — f» per a* ^= « e a* = /' bisognei-à che i 
in ambedue quctti punti [a, h\ cop\ Iti questo raso 
gli integnili chft sì considerano y,, i/r»--- f/n siano regolari anche per x^^a 
o x=li almeno fino alle derivate (n — 1,% bisognerìi die i coefficienti della 
no<!tra equazione per questi valori a e h di /, e pei valori di i;,, t,,... 'd 
corrispondenti ai rispettivi integrali y., y,, .. j/„ soddisfino a condizioni sjte- 
citili, come 'u\ particolare per le equazioni lineiiri fu dello difi'nsamente nella 
Memoria del Volume precedente di questi Annali; e quindi gli integrali 
stessi non sempre vi saranno (*i. 



(*) K da notare che quando si sia nel caso delle equazioni lineari, e un sistema 
il'inta^i'ili y,, ;/,,... i/« debbano ajipartenero tulli a una unica equazione con coelH- 
rienti iloterminnii, per moilo cioà die se questi contengono dei parametri varialiìli 
!^i. 'iv Ci iiueo'' integrali debliano corri sponde re tutti a uno stesso sistema di valori di 
>|ur.'s(i parametri, o a sistemi dì valori clie conservino inalterati i coellìeienli della equa- 
Aimali di MaUtnatiea, Serie [II, tomo XII. *28 



' ^^itrwDziali Untori. 



idi ■:. 

ukUu 



, » — OE rioieerale \—dr 
J \ 

i '€■» vaiHB « » è 4i j;. fL- cv. : por j ^ a, da zero la 

^. iB. r,™« -«BHiKÀfc (iSf per T^i, restando orn 

- «riMrgM^x^^a^lbBeiM) finn alle deiivntc 

:siwailHB a tm fairia d'inSaiteeimo di a», 

ietft.iuiu -ìocfe aaÉ&AoB T— J m pobì speciali pei enefiì- 

■'j-iMWtnw- jìi*^ s-=^«k. <»■■■ « &K pel caso precedentr, 

•~t» camt i*|ì iBM^raii hmk sHiyre ci «sniniio. 



f:u- 



X" obn emmnia Stkttn i'mfKmaasaim *' p« x = (f, e x = /j, pure 

«lu •■ Un Ui««r;« *Ìu aerv «uh ubè mm. ai «adade che a. pcssa anche 

MMn» *ero fio i -' '■ " r**^ ?■ — t* » x^fiv www »«> sopnraumeple le 

<)(uuiLMà fili >iuai gir £^=A • *:=• respetti vn mente. 

l'è, 1 '.-utafaMMt» a^^i) iImù dae casi, osserviairo 

vili» Ila h)4iit.« -- -'i»^ « 9Mia RoBrie vettcre le quantità fia 

tMirviilvtu nulla ''£'6) [mwti'ft càti ia uoniiiziunt >Ae ^ baso Del 3." caso sn- 
miUHt ili i^MUUOuliiitf !t4hldÌ!»ruUe ()Uan>Ìo pei ^n^'ilì inK^nb ji., y, . . . y„ fli 
tit>luiiut> i JitM (iisiemi Ui u(|UJtxtODÌ 



"^'*.yr W> -^'*.yl-='\--- ■ji-.si-'^O per r = <r, | 
*^VM" *>. "lj'*.y;"--0 ■■- JA.yl-'^O per x-ft, ^ 



(21) 



itiMUi itw ny tiluM w ìu «HI iiuiitu. [>. «s.: <» I) b, f, sarà i»fu e il tafoipo sU-sso l'Intc- 
iM«l« l '*^ 4Ì * ••'* ■" '•^ ***• " '■'*' '''S** int^srali inedeainì o defle laro priiii« n — 1 
JwtlV4U JoU*iiH'i Jivfliiii'o iBduit» in q»*l pnatu, petcW, come è noto, p»! foro detenni- 

1 1 . f. , ^ (* ma 7>^ Jirerao d^ «ero, e ()it«sta jwrta nlie 7) 

,1»..,., •^^' l'"**- 

i> '^ >!• yt" ■ /• '"'^ tntefntli dì tian uteata «quaxiono li- 

^^^ ,,,,, in i-nii ■■■ ■■ ■'■«li x"" **■* 'l"' ^'ssuna impnrlntixa, perclié nltora U deter- 
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essendo ancora le //< e kg costanti qualsiansì, delle quali basta ora che una al- 
meno delle prime e una almeno delle seconde sia diversa da zero; e nel se- 



condo caso quando sia zero l'esponenziale e^ , o sia — oo l'integrale 1 - dx 



dx X 

ao 



e 



per x=^a^ si avrà soltanto il secondo di questi due sistemi di equazioni, ciò 
che però equivale a considerarli ancora tutti e due, ma supponendo in questo 
caso tutte le A-, uguali a zero; per modo che, con questa osservazione, vo- 
lendo, i due casi potranno anche trattarsi insieme. 

Tenendoli però ancora separati, noi vediamo di qui che nel terzo caso i no- 
stri integrali y,, y«,... t/n sono sottoposti ciascuno a una stessa condizione ini- 
ziale per rr=a, e a una per x = b, né si richiedono per essi altre condizioni; e 
si comprende quindi, come del resto troveremo effettivamente più oltre trattando 
delle equazioni linsari, che per gli integrali medesimi, almeno quando Oq non è 
mai zero nell'intervallo (a, />), resta sempre una grande indeterminazione, salvo 
pel caso delle equazioni del second'ordine, nel qual caso le condizioni poste sopra 
si riducono alle due che ordinariamente si danno sotto la forma Ky' — h'y = 
per x^^^Uj e Ky' — hy=^{) per a: = 6, partendo dalla equazione 



dx 

Nel secondo caso poi le condizioni precedenti (24) sottopongono gli in- 
tegrali soltanto a una stessa condizione iniziale per aj = t, e parrebbe quindi 
che dovesse restare per essi anche maggiore indeterminazione; però le con- 
dizioni che vengono dal doversi mantenere regolari sino alle derivate (n — \)*^ 
nel punto a, che allora è necessariamente un infinitesimo di «o, potranno anche 
fare mancare gli integrali medesimi; e quindi converrà limitarsi ai casi nei 
quali integrali regolari in a esistono, e considerare allora soltanto quelli fra 
questi integrali che pOvSsono soddisfare alle condizioni (24) relative al limite h 
con valori determinati delle A,, //g,... /'n; >^fi i" ogni uìodo risulta di qui 
che, per lo meno nel terzo caso, quando Oq non sia mai zero nell'intervallo 

(/7, è), e sia n>2, almeno ordinariamente vi saranno sempre infiniti sistemi 

h 

d'integrali pei quali si avrà j0cD(/a: = O, essendo 1) il determinante (20), 

a 

e ©e la espressione (21); e questo dà una proprietà generale e notevole degli 
integrali delle equazioni dififerenziali di qualunque ordine. 
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-\>eiido nel secondo dei casi del § 18 sarà p. es.: \-^dx^^ — ex per 

e 

fij bisognerà che per l'equazione data e pei coefficienti Ao, //i,... hn della 

lizione al limite h si verifichino condizioni speciali perchè gli integrali 

•lari possano esistere; come dovranno verificarsi condizioni speciali fra i 

'Hcientì della equazione j)erchè possano esistere integrali regolari quando 

<^mo nel primo dei casi del § 18. 

Limitiamoci sempre d'ora innanzi alla considerazione delle equazioni li- 

.ri; e estendendo una denominazione già introdotta nell'Analisi pel caso 

■ile equazioni del second' ordine, chiamiamo integrali normali delle nostre 

'lazioni quegli integrali y che soddisfano a date condizioni ai limiti a e b 

" sono relazioni lineari e omogenee fra i valori dell'integrale e delle sue 

ime w — 1 derivate a questi limiti, cioè sono della forma 

^0 !/a + k, y'a + A:, y" a H V K-i J/1""^^ -= quelle per x^a^ \ 

(27) 
ìfoybì- fuy'bi- h,y't-\ 1- /;^_,yl"-J):r^O quelle per x^b] ] 

e queste relazioni saranno almeno le due qui scritte se saremo nel 3.*^ dei 
casi del § 18, e almeno una, p. es. la seconda se saremo nel secondo degli 
stessi casi, e non potranno mai essere più di n, 

E fra gli integrali che chiamiamo normali comprenderemo (quando esi- 
stano e vogliano considerarsi) anche quelli corrispondenti al primo dei casi 

del § 18 nel quale si ha «^, = 0, e — da::= — oo tanto per x=:^a quanto 

J ao 

e 

per x = b'j ma allora potrà non essere data nessuna condizione ai limiti a e ò, 
e anzi bene spesso se saranno dato alcune di queste condizioni, come anche 
se non saranno date, gli integrali regolari non esisteranno. 

In ogni caso poi delle condizioni ai limiti, volendo, potremo scriverne 
sempre n introducendone, per arrivare a questo numero, alcune coi coefficienti 
tutti zero; ma quand'anche questo talvolta si faccia, noi naturalmente par- 
lando di condizioni date ai limiti a o b, salvo che non si avverta espressa- 
mente il contrario, intenderemo sempre di riferirci a quelle per le quali uno 
almeno dei coefficienti h e k e diverso da zero ; e di queste negli studii che 
ora faremo ammetteremo sempre che ve ne sia almeno una, riferendoci così 
soltanto al 2.^ e 3.^ dei casi del § 18. 



Ciò premesso, consideriamo ora dnpprìni» il caso delle equazioni omo- 



Oo »*"' + «1 f/" ' 



' a„y = 



Si rompreriderà subito iiiiniito che qualunque eia il numero delle cou- 
4ÌxionÌ date ai limiti (che, come abbiamo dello, intendiamo che abbiano 
alcneno un coolfìcietitn divergo da zero , per ogni si^temn dt-Urminato di va- 
lori dei coetticioiiti Ut, a,, drc" <ia **) "f" potranno esistere shlftni fouda- 
weHtali completi d'integrali, p^*) quali ciascuno di questi integrali soddie6 alle 
f^oiidixioni ai limiti rhe si saranno p<>stc (cioè che siano tutti integrali cor- 
mali^, o uneho 8oddÌ»(ìiio soltanto n una di queste condizioni che sin la stessa 
por tutti, a mtHù che il hro àettrminante D, che dovrubbc essere diverso da 
«ero negli altri punii, si attHuIli al Ihuite a o h corrispondenle ; perchè, 
*o tali Ristorni di integrali cKistess^TO, si-rivtndo per ciascuno di essi questa 
ef|UazÌono ni limile a o f' che dovrebbe essere soddisfatta, si furmerebbe un 
sintiima di ii equazioni lineari e omogenee relslÌTe tutte alle A., A,, A,,... 7*,, 
o tutto allo i,\, t',, i't,... l'ny 't determinante delle quali sarebbe appunto il 
valore dì D per x=A o per x^o, e dovrebbe essere «ero perohc le cor- 
rtitpondenli h, e l-, non fossero tutte nulle. 

R questa condizione che sia /)=^0 per x^a o per x ^ 6, quando gli 
ititogrnli sono fonda nieniali, porla che nel ponto corrìfipondente sia zero ri 



p()(>IHcicnte a. 



., e al leaifi* stem> sia -^ ce ruttegrale I — dx, perchè. api«r- 



-SI 



tenendo quegli inte|7ali a ■•• Messa eqoazt^Hie, sì ha 2) = i>e e ' , con 
l\ contante diversa 4s an*^ e ftnki »m D=:iì per x ^ a o per x == j> bi- 



Dognn ohe sia I * i 

22. Però «, 
HluMn equazione «■ 



> U ìfMi ì A «ra iodieate, Doo possono esìstere per una 
tat i*2Sli' aiatemà easpleti d'integrali fondamentali che 



(•) Con qn'^«^l> ** -> 
i.it<i[lli,it»>ltir)o, .1,. a, 

falnri, H almeno r*^^r 
l«nttl i cuolficient) e,. 



Ma SotA ») § IS, cb# s» ia aleanì » iti tutti i 

»rk « eantàienao 4orruii»o KT«r^ gli et»» 
4agti nti v'i altri ii essi rei4Ìao iati- 
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siano al tempo stesso tutti integrali normali, ponendo ora senz'altro, per sem- 
plicizzare, la condizione che Oq non sia mai zero nell'intervallo (a, b) (*), 
con che verremo a porci necessariamente nel 3." dei casi del § 18, che porta 
almeno due condizioni ai limiti come le (27); e limitandoci dapprima al caso 
in cui non si abbiano altro che queste due condizioni (27), sarà facile ve- 
dere che esistono sempre sistemi d'integrali fondamentali che contengono 
fi — 1 n — 2 integrali normali, secondochò saranno soddisfatte o no certe 
condizioni, che poi indicheremo, fra i valori dei coefficienti a^^ flr,, a,,... an 
della equazione data per x=^a^ e x =^h e quelli k e h delle stesse condi- 
zioni (27). 

Indichiamo infatti con tr,, t(?, ,... Wn gli integrali di un sistema fonda- 
mentale della equazione data (28) che, sebbene potrebbe scegliersi comunque, 
quando, come ora supponiamo, Oq non sia mai zero nell'intervallo (cr, fc\ po- 
tremo intendere sempre che sìa quello formato dagli n integrali particolari 
che vengono dalle nostre formolo generali relative al caso delle equazioni 
omogenee facendovi tutte le costanti successivamente uguali allo zero, fuorché 
una che sarà presa uguale ad uno. 

Questi integrali saranno finiti e continui insieme alle loro derivate fino 
alle n* inclusive in tutto l'intervallo da a a b (gli estremi inclusi), perchè f/o 
non è mai zero in questo intervallo; e per ogni integrale ijp della (28) avremo 

Vp = ^p.« *^« + Cp.2 ^Of-\ h rp^n Wn, (29) 

essendo le Cpi Cpty... Cp^n costanti qualsiansi; quindi se questo integrale dovrà 



(*) Per semplicizzaré supponiamo ora che Oq non sia n9ai zero noli' intervallo (a, b)* 
però propriamente, colla dimostrazione che facciamo, basterebbe ancora limitarsi a sup- 

X 

vve che l'integrale 1 — - d oc non fosse -f <x> nò per jc = a, né per x = ò, quando, come 



po 

■ '0 
e 



in certi casi avviene, l'essere a^^O (senza però che sia j — c?a7s= — <x> per quanto os- 

e 
servammo in Nota al § 18 1 non esclude che esistano ancora n integrali fondamentali «r, , 

ir^,... Wn regolari anche nei punti a ab fino alle derivate (n — 1)* incl. Solo bisogne- 
rebbe porre altre condizioni, o fare studii speciali quando questi n integrali regolari fino 
alle derivate (n— 1)* iti a e b non esistessero, o si fosse incerti sulla loro esistenza. 



<ìmn\r roi intetpmie i 

(ioTrnniio tv^n I» formole Mf^itemi 






(30)1 



> ora nò le A, né le t. 



! BOlIi^ m fiÈtt^ «qu-J 



xìuiii R^ le t .'wnme 



^ < A, wi">,gor ng poiìéwni attniovit^S 



'(?*-^l 



putramo ■*«gfg mne xeni. 



M-,,... 'r« ciwuniiscono un 
({niotli I 



t ddle flae «qi 



■wro una i<]eiiCÌtiliT ^ sentendo t» mmtram 

là tiucoesiiritiiiitfocu la csrni 




||UMltt 

Ku)>|tt)iiiitmo oru dappitma che 
ì vtjvlfivitfnti dulia |2Si e i|ti«Ui (IeD« i27> dovranno essere tali che pei rnlori 
(>)iu liM vorrtHiim |)t)r 'r,, i^»,- '*'• * P*'^ '« '•»" denTste per x^a e jr=/j 
tl*ult'i>^* «i>i|itit>ftilt9 le cooiliztooi elle Teogtiau dali'cgttsglìare a zero i de- 
li<tiiiJiNi>li >)i ^■'' orUin« ai quali àk luogo la OMtra Batriee (31), e conRC- 
|iii«>iit>Mii»iito lu curiiliuioni i:!Oi »i rìditinisBo in qoesto eaao ad una sol«. 

Allui'M, «v [>■ V*.: 1 y A> *''i'') sarà diverso da sho^ dovendo essere 



'V'Ci''^'''i ^ '>■('! *-<i+-+m 



V »,, 



I 

(321^ 



Il (eli. ..Illuni ■■IW ITI'll'Ioilil" p,T lo (« - 
■{lUllllM Ull » I ""1"'' '• -' ' 



,* costnnti r,_,, rp,,... rj,„ corri-- 
ili ;i Taluri qunlsiansi pei qimli i 



Loro integrali normali. 



219 



il loro determinante 



On- I 



' ^2.2 



i,S 



^2.» 



• • • 



• • • 



f..n 



in 



Cn - i,t e 



w i.s • • 



^n-i,n 



sia diverso da zero, e contemporaneamente determinando le rii, r,, ,... r„_,, 
colla (32), e poi prendendo le r^,!, ^n.?,... r„n in modo che non resti sod- 
disfatta la condizione cui si ridurrebbe la (32) stessa per p = n, è certo che 
il determinante formato da questi valori delle Cpi sarà diverso da zero, perchè 
si potrà subito ridurre all'altro 






Ci,« 


^1,3 • • 


• 


r,,n 





^2.2 


C^'x . . 


• 


'•s.n 





^n 1,2 


^n- 1,3 • • 


• 


Cn-t,n 


7 


^>l,2 


^n,Z • • 


• 


'*".»» 1 



-=±7Cn-., 



essendo y un numero diverso da zero (*); quindi, ricordando quanto dicemmo 
al § 3 della prima delle solite Memorie più volte citate, si conclude che gli n 
integrali yj, y,,... y^-i , yn corrispondenti ai valori precedenti delle co- 
stantì Cpi costituiranno un sistema fondamentale, e di essi i primi n — 1 sa- 
ranno integrali normali perchè soddisfaranno alle condizioni (27 ^ 

Se poi la matrice (31) avrà la caratteristica 2, e p. es. : il determinante X 
formato dalle due prime verticali sarà diverso da zero, allora perchè risul- 
tino soddisfatte ambedue le condizioni (30) dovremo avere due formole della 
forma 



^P 1 =^ y p» ^P.' + ^'^ ^P « -]-...-!- ).^ Cp^ I , j 



p,« 



I f^3 ^p,l -V y 4 ^p.. H h .'^n ^p.n L 1 



(33) 



(*) Il modo più semplice di soddisfare a queste condizioni sarà quello di prendere 
le Cp,2t Cpfi^... Cp^n por P = l> -» ^^•.- ^ — 1 tutte eguali a zero fuorché le ci^j, es.s,.** 
c,i-i,n che potranno prendersi uguali ad uno, e le Cw»«, Cw,3,... ^w,n esse pure tutte eguali 
a zero e la Cn.i uguale ad uno. 
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«0 



Di»i: Studii smÌU equazioni differenziali Utuari. 



nelle tjuali le )^, ^t,... )-n e 1^ ?»ì f'*?--- ."n all'infuori de) segno sono i de- 
terminanti del second'ordtno ai quali dà luogo la matrice '31) <-oml)inan<1o 
respettWamenle la eeconda e la prima verticale colle verticali 3", 4>\... »", 
e precisamente si ha 






*i 



i^^'-n 



{V- 



4 



I (p-^^\ Cp.u 



1.^*'"^"), 



quindi se la equazione data (28) sarà di ordine superiore ni eecondo, pren- 
dendo ora per le (« — ^2)* costanti fj,_), Cpi,... Cp_„ corrìsponilenti agli « — 2 
Talori If 2,... n — 2 di p altrettanti valori ad arbitrio, ma pt:Ì quali il de- 
terminante 



4 



sia diverso da zero, e determinando in corrispondenza per ognuno degli 
fltemi valori I, 2,.-, n — 2 di p i valori di rp , e di Cp, colle formole ^33), 
8Ì Tede che prese comunque anche le (•„-,_,, f„.,,,... r„ ,„ a le f„,, €„.*,-•• 
Cn/i basterà poi, come sarà sempre evidentemente poseibile, prendere le c»-,^, 
fti-..tf Cn,, e Cn^ in modo che coi Talori cosi ecelti pur le (■„_,., e f„, le dif- 
ferenze y^-i,i, 7n-i,») 7n,\, Yn,t fra i due membri delle formole (33) per 
p = n — 1 e p = n non solo non vengano tutte zero, ma neppure risultino 

tali che venga zero il determinante '""'■' '""'-' per essere certi che il 

determinante formato da tutti i valori cosi determinati delle Cp,- venga diverso 
da zero(*r, e allora gli integrali f/., y,,... yn-i, Jn-u ff» corrispondenti a 
questi valori delle costanti costituiranno uu sistema fondamentale, e di essi 



(*) A.iiclic qui il modo più HOitipIi':!) dì suJilJsf^ro a (juoate coiiJÌzÌhiiÌ sarà i|aallo di 
prenderà le Cp^, Cp,i,... Cp,n por/» — 1, 2,... n — 2 tutto eguali a zero fuorché le C13, 
f-t,*,-. f»-«,B c'ie si pronileraniio U|;ii»li aii uno, e I0 c„-\,\, d-a^,.., e,,-i,B e c^.y, Ch^,..- 
Vn,„ tutte eguali a a^ro esaa pure all'infuori dalle c^— i,t e c„,3 che si prenderanno uguali 

nd uno. 




i primi n — 2 saranno integrali normali perchè soddisfa ranno alle condl- 
ziuni (27). 

Si aggiunge che con questo stesso processo 8Ì trova elio in questo caso 
in cui la matrice (31) è dì caratteristica 2, nei sistemi fondamentali non po- 
tranno esservi nini più di » — 2 integrali normali che soddisfino alle cnndi- 
siioni 27', e nel caso (IrIIc equazioni del second'ovdine non ve ne saranno 
affatto; e cosi si può ora nffeimare che. per ogni equazit-ne omogenea (28), 
tinche non mutino i suoi eoetfìcienti (pel cambiamento dei parametri ^,, 
C,,... t/ che in essi figurino) esistono sempre infiniti sistemi d'integrali fonda- 
mentali dei quali fanno parte n^l o h — 2 integrali normali che soddi- 
sfano alle condizioni (27) e non più, secondochè la caratteristica delia ma- 
trice '31 1 sarà 1 o 2 respettivamente. 

Questo evidentemente porta anche a dire che per ogni equazione omo- 
genea l28i, e corrispondentemente a uno stesso sistema di due sole condizioni 
ai limiti (27), nel caso in cui «„ sin diverso da zern in tulto l'intervallo (a, h), 
e la matrice (31) sia di caratteristica I, esisteranno sempre » — 1 integrali 
normali, e non più, linearmente distinti, cioè non legati fra loro da equazioni 
Irneari o omogenee; e nel cnso che la matrice i31) sia di caratteristica 2 ne 
esisteranno sollanto h -2; e così in particolare, ne! caso delle equazioni del 
aecond'ordine non si avranno integrali normali altro che quando il determi- 
nante del secoiid'ordine, cui allora si riduce la mutrice (31), sia zero, e al- 
lora se ne avrà uno solo. 

23. E si può aggiungere infine che quando non si debba considerare 
che una sola delle condizioni ai limiti t27>, p. es. : la seconda relativa al 
ponto b, allora ammesso sempre che a« per x ^b non sia zero, o anche am- 
mettendo ora che se a,, è zero per x ^ h, l'integrale [ - rf j non sia -j- <x 

per x^^ii, e «i, »■.,.., le^ si mantengano ancora regolari fino alle derivate 
(M — I]' yerx^=l>, h certo che le somme ^ (^'. w'/'^t per i = l, 2,... n 
non potranno essere tutte nulle; e se p. es. : la ^) (^(i«l")b iioi< ^^'^^ uguale 
a zero, coi ragionamenti stessi che si fecero nel caso in cui la caratteristica 
della matrice (31) si suppose essere 1, si vede diesi avranno sempre n^ì 
integrali linearmente distinti y,, y,,... yn che soddisfaranno alla indicata con- 
dizione al limite b, e che insieme con un altro integrale y, che non vi sod- 
disfa costituirà un sistema foudamentule della equazione data. 




su Dini: Studii tutU «quasioni differenziali lineari. 

E t\ufsù integrali y,, y,,... y» non saranno I inerirmeli te distìnti da quelli 
elw si baniio nel cusu i)Ì due equazioni ai lìmiti (27) quando, qualunque sia 
la eondìxioue relativa al punto a, quella relativa al punto h è ìh stessa, e la 
matrice (31) ad essa corrispondente è di caratteristica 1; perchè in questa 
caso [>ef cisitcuno degli stessi integrali y,, Ys,... y„ sarà soddisfatta anche 
la prìma delle (30) per essere questa conseguenza della seconda. 

Oaserraodo poi che ora non si tiene conto qui altro chiì della seconda delle 
eoodizioni (27 1. si può dire clic i risultati qui ottenuti si a)ii>1Ìchcranno nnche 
al 3.^ dei casi del i^ 18 quando pel punto a il coeftìciente a^ sìa zero e sìa 

I — rfjc^^^oo, nel quiil caso però uno o più degli integrali fondamentali 

IT,, w,,... "■«, e bene spesso anche uno o più degli integrali suindicati y,, 
yji-" Tfn, cesseranno di essere regolari fino alle derivate in — li' nel puiitw « 
tT.nota al § IS); e si applicheranno tuiclie al 3." dei casi dello stesso ^ 18 quando 
la prima condizione ai limiti (27j risulti identicamente soddisfalla per qualunque 
integrale, ciò che del resto porterà ancora che per x=a sia a^ 0, ma con 



i'"dx = 



• oo se ifi, w,, .. ir„ devono mantenersi regolali fino alle dei 



Tate In — I *" per x ^a. 

24. Se però la equazione data invece di essere omogenea sarà com- 
pleia^ cioè se sarà la seguente 



a« /"' + «. y'"" " + ■ ■ ■ 4- fln 1 .'/' -i- o« •/ = A', 
. per ogni suo integrale yp avremo 



(34) 



, ^ ,.p , ,p, 4- . . . + fp_„ „„ + Y, 



(35) 



do Y un suo integrale parlicolare, pel quale potremo fissare di prendere 
ijaeUo che si annulla insieme alle sue prime n — 1 derivale per x^a, e che, 
eomau'jue si determini, quando a^ è diverso da zero nel punto a è unico e 
4eterniìnato i>er quanto possa presentarsi sotto forme diverse (v. Mem. del 
Voi. preced. al § 4) ; e quindi volendo che la espressione (35) di i/p sia un 
ÌDtegrate normale della '34), sempre pel caso che si abbiano le due sole con- 
dizioni ai limiti 1^27 1, bisognerà che le Cp^, invpce di soddisfare alle e<jua- 





I 

Loro integrali normali. 223 



zioni (30) soddisfino alle due 

i primi membri delle quali daranno ancora luogo alla matrice (31) ; e se 
questa matrice sarà di caratteristica 1, queste due equazioni, dovendo ridursi 
a una sola, porteranno di necessità che la qunntità 

Y=:/,, r+ ;ì, r' + . . . + hn-i y<^-*> (3?) 

per x = h debba essere zero, cioè bisognerà che l'integrale particolare Y 
della (34) che abbiamo scelto sia esso stesso un integrale normale] e in 
questo caso, ripetendo i ragionamenti fatti precedentemente, o anche, più 
semplicemente, osservando che allora la parte Cp^» Wi -[- c^, «-, + • • • + Cp^n^n 
delle (35) deve essere un integrale normale della equazione omogenea, si 
trova che vi saranno sistemi di n integrali della (34) diversi da Y che col 
togliervi Y si riducono a integrali fondamentali della equazione omogenea 
corrispondente, e sono dotati della particolarità che di essi n — 1, e non più 
di n — 1, sono integrali normali della equazione stessa (34). E questi inte- 
grali saranno linearmente distìnti, perchè se esistesse fra loro una relazione 
lineare e omogenea, in questa a causa della (34) la somma dei coefficienti 
dovrebbe essere zero, e quindi con semplici sostituzioni essa condurrebbe alla 
stessa relazione fra gli integrali della equazione omogenea. 

Se poi la stessa matrice (31) sarà di caratteristica 2, e ad es. il de- 
terminante X formato dalle due prime verticali sarà diverso da zero, allora 
le (36) daranno luogo alle due 



Cp^i 



Cp,2 



= y ^3 rp,3 + ^4 Cp,4 H h >n Cp^n j + ^ ( 2 kM'^^^h , j 

(38) 

= Y j f^3 Tp.s + (^4 Cp.4 H h f^n Cp^n \ — Y ( 2 ** W'I'J^Yj , \ 

nelle quali le Xj, X^,... /n, l^sj F4)-«- i^n saranno ancora i determinanti del secondo 
ordine che figurano nelle formolo (33); e degli ultimi termini dei secondi membri 
uno almeno sarà diverso da zero se Y^ non sarà zero; quindi se Yj sarà zero, 
cioè se il nostro integrale particolare Y della equazione data (34) sarà un 
suo integrale normale, avverrà^ come nel caso delle equazioni omogenee, che 
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tÌ saranno sempre sistemi A'\ n integrali diversi da F, che col toglierTÌ Y 
ZI riducono a integrali fondamentali della e<]uazione omogenea corrispondente, 
tali che di essi ti — 2, e non più dì « ■ — 2, sono sempre integrali normali 
della equazione data; mentre pe Y^ non sarà zero, cioè se Y che pure è un 
integrate delle (84) non sarà un suo integrale normale, allora si potranno 
ripetere le considerazioni fatte per le equazioni omogenee, prendendo ad es. 
le (11—2)' quantità e,.,, f|.,*,... r^,» per p = l, 2,... n — 2 in modo clie 
il loro determinante sia diverso da zero, e le c„ i,,, Cn-t,*,... c„_,r, e co^l le 
^nii <*fiii •• ^n« prendendole tatte uguali allo zero, e determinando poi le 
"/..' ® ^*s" per p := 1 , 2,... H— 2, H — 1 per mezzo delle formole (38); e 
ner p =^ M determinandole in modo che il determiminte " '■' " '* , non 

• * I Ol,l Cn,l I 

fcMW zero; o cosi facendo troveremo subito che in questo caeo vi saranno 
•itlRinì dì fi integrali che col togliervi F danno luogo al solilo ad un sistemii 
di iriiogrnli fondamentali della equazione omogenea, e sono tali che di essi 
» - I. non più di « !« sono sempre integrali normali della equazione 
(luln (;J4M")Ì " ^^'^ " dilTerenzji di quanto abbiamo vislo che accade quando 
la Hiatric» (31) ft di raratterislica ], nel qual caso non può esistere nessun in- 
loffralo Hormiil» quando non lo è Y\ e questi h ^ 1 integrnli normali della 
wiUB7.Ì0lii> (I14t, nomo gli N — 2 del caso precedente saranno ancora linear- 
mant» «llNiinti. 

K oort, riiiMunn'ndo, si può dire che nel caso delle equazioni com- 
|r|»lfl (114), ut) l'inttìgnilo particolare T, che 6 quello determinato dalla coudì- 



■irinriiorl dello C|,j,f8 olm unniiinw proso uguali nd un.i, t;li integrali normali ^on-ispun- 



+ •,.'■, + ■'■. + 1-, 



ultimi termini ilei sot:oiiili membri ilollo (38) respettinuaent*. 



zione fJi essere nullo insieme nlle wie prime « — I deriyate per i ^ o, sarà 
un intpgrHle normnlf, allora, oltre a questo ìntegrnle iiormnlp, ne avremo 
altri H — 1 H '2 linGfirmenttì distìnti secondochè la nintrìce i3l) sarà di 
Pfirntteristicn I o di enratteristica 2; e pe 1" non sarà «n intpgrale nonnaie, 
nllora non avremo ntfalto integrnlì normali f)iiiir<!o la delta matrice avrà la 
caratteristica I, e ne avremo soltanto n — 1 linearmente distinti quando la 
stessa matrice avrà la caratteristica 2; o, in nitri termini, se la matrice (31) 
sarà di caratteristica 2 avremo sempre » — 1 integrali normali linearmente 
distinti, e non più, nno dei quali sarà >' se anche ì' sarà un integrale nor* 
male; e quando la stessa matrice sarà di caratteristica 1 avremo ancora 
ri — 1 integrali normali iinearniente distinti e diversi da Y, e non più, se Y 
sarà un integrale normale, e non ne avremo neesuno se Y non sarà un inte- 
grale normale. 

E così in particolare nel caso della equazione coni|ileta del second'or- 
dioe, se Y sarà un integrale normale ne avremo sempre un altro e uno solo 
quando il determinante di second'ordine al quale allora si riduce la ma- 
trice (31) t^arà zero, e non lo avremo quando questo determinante eia di- 
verso da zero; mentre al contrario, se }' non sarà un integrale normale al- 
lora non ne avremo nessuno quando l'indicato determinante sia zero, e ne 
avremo uno quando sia diverso da zero; o in altri termini se l'indicato de- 
terminante del »econd'ordinc sarà diverso da zero avremo sempre uno e un 
solo integrale normiile che sarà lo stesso Y quaiidi) Y sia un integrale nor- 
male; mentre se l'indicato determinante sarà zero ne avremo ancora uno e 
tino solo, diverso da Y, se questo integjale Y sarà un integrale normale; e 
non ne avremo nessuno se }' non sarà un integrale normale. 

25. E sempre nel caso die ora consideriamo dello equazioni com- 
plete (34), tenendo conto di quanto si disse per le equazioni omogenee al 
§ 23 si può osservare che, anche sotto le ipotesi più generali del paragrafo 
stesso intorno ad «, o agli integrali te,, »■,,... v„ nell'intorno di Ì, per la 
equazione omogenea corrispondente esisteranno semjire n — 1 integrali linear- 
mente distinti yj, y»,... y™ che soddisfano alla seconda delle condizioni (27) 
relativa al limite 6, e che insieme ad un altro y, che non vr soddisfa costi- 
tuiscono un sistema d'integrali fi)ndnmentali della equazione omogenea stessa; 
e potremo prendere 



r xD,» , . 






y- 



AI),..,. 

«0^ 



fìr, 




essendo D il solito determiniuite del sistema d'integrali riella equazione omo- 
genea y,, y,,.. y„, e D.„, D,,,... D„_„ gli flt'inenti recifiroci di quelli del- 
l'aUìnui colonna; e quindi avuto rìgunrdo ai valurl di F, y ',. ■■ 3 *" " t;lie si 
ottengono da Y colla derivazione 3Ì giunge suliito «d una conclusione noteTolis- 
sima^ quella cioè che la roHdizhne nettsiaria e sufjìcietile jìerchè Y risulti un 
integrai» normalt della equazione completa data (34) è che sia zero l'integrale 

f 'U^rfx, o Vattro \>^«Xn.^>ÌT, dote al solilo 9,,= ^- e' ' , perdio 
j mD J at ' ' 

M ha D =^ Do* ' dove De h il valore dì D nel punto e clic colle no- 
••f*t i|>ot«ii wirà diTcrso di» wro. 

K, in (incitto ìnt^^rHte, D... sarJk il determinante del sistema degli inlc- 
Kriilt |tn<-t(tin0nli' diitiiiti y,, y^,... fn doli» equazione omogenea che soddisfano 
nIIa «MimdM dulie eundizioni i27i relativa al limite b, e |>ei quali potranno 
nncliA «4<m|>r4t )tivndui'fi {[It integrali normali della equazione omogenea stesati 
rotHlivl nd nntiiedno \o condizioni ai limiti i27) quando la niatncc (31 1 ad 
(•M« rorrlipondiMili' «la dì oaratterì^itica I ; p per semplicizznre d'ora innanzi 
(|it4i«l(i dctorniinanto Ui» iMtrtt da noi indicato con &. 

K rirni'iliiuno enplicitaniente che questo teorema vale anche quando a, nel 

pWita b AiVMSn ^ftrOf purché l'integrale -(^a; non sia -f cto, e gli inte- 

*rtlJ ifii '*•»(■■' "" '' inniit'-'ngnno ancora regolari tino alle derivate (n — 1)* 
fMuMiv ttnm» finnlo '-. 

ìitì. K infine, in HOguìto a tutto questo, si può anche aggiungere che ii 
AHMtf'nl llnBflrnifltite distinte, e fra le quali, nel caso delle equazioni lineari 
fttftntAntfi (3<) Hf' figuri l'integrale Y, non potranno mai essere tutte inte- 
gmii ri"rmii|i eorrinpondenti a uno stesso sistema didle dtie condizioni ai li- 
dWM i'4lì l»*"" ui'i B'csea equazione lineare omogenea o no, quando a, non 
Mf 1IH^i if^'* nnll'intervallo {a, 6), e, sotto certe condizioni che ahbiamo in- 
4wMi' rN*t «induli casi, neppure quando a» sia zero in uno o in tutti e due gli 
A«iV'iiW( '/ A '': 1 qnindi, sotto queste ipotesi, ammettendo che in alcuni o in 
fft*f4 , f/.o.lt^^ÌMtìÙ iMìit nosti-n equazione figurino uno o più parametri variabili 
' , /^ .,/;/,«« V(trTftm(t considerare n integriili normali linearmente distinti, 
# ittintf *W* **•" 'I""" «q"ni''Ìoni complete siano anche diversi da Y, bisognerà 



i 
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prenderli in parte fra gli integrali normali di una equazione corrispondente 
a certi valori dei coefficienti o dei parametri variabili ora indicati, e in parte 
fra gli integrali normali di altre equazioni; e tutt'nl più, à seconda dei casi, 
n — 1 di quelle funzioni potranno appartenere ad una stessa equazione o 
corrispondere a uno stesso sistema di valori di quei parametri, e una ad 
un'altra equazione o ad un altro sistema di valori degli stessi parametri. 

27. Ciò premesso, e restando sempre nel caso delle equazioni lineari 
generali, supponiamo che le n funzioni y,, yg,... y,, y^^i, yin,... j/n siano 
tuttj integrali normali pei quali si abbiano le stesse condizioni ai limiti (27), 
ma le prime i corrispondano a una equazione 

af,yM -f a, y^»»-*) H \- 9r y^''-''^ H ha, y^^-'^ x -] = X, (39) 

e le rimanenti corrispondano ad un'altra equazione 

aot/^") + ait/^'»-*)H h Ory^'"'''^ H + asy^'''^ -\ =Xj (4( ) 

nella quale alcuni coefficienti dopo il secondo, p. es. a^, a,,... differiscano 
dai corrispondenti a^, a,,... della prima, e anche i secondi membri X e X 
possano differire fra loro; e esaminiamo il determinante D corrispondente a 
queste funzioni y,, y,,... y* yuij yt>2,... yn che figura nelle formole del 



§ 17 e pel quale si ha i Qcl^dx =^0j con 0e^= - 






C 

e 



a 



Togliendo in questo determinante D dagli elementi dell'ultima colonna 
quelli corrispondenti delle colonne precedenti a incominciare dalla prima, 
moltiplicati respettivamente per Onj flfn-i,.-« ^t> ^8S0 si trasformerà nell'altro 

, y, y . ... y[" "^ (^r — a.) yr'^ + (a. — «,) yl"-«) + X 

i y. Vt ... yi'*-'^ (ar — cir ) yV'-'-^ + (», — «,) y;"-*> + x 



» ^- Vi y'i . . . yl""'> (ar - ar) y!'* '> + (a, — a,) yl« ^) + X 

j «/i+i y/M. . y':U'^ —X 



Il U |i("-3| - - A^ ì 

I //n !f n . . • «f»! ^\. 

e quindi sviluppandolo rispetto agli elementi dell'ultima colonna, e indicando 
al solito in generale con Z)i,n, Ds.n,.-- A>> A+i,nv-- ^n,n gli elementi re- 
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c^tM £ quelli delln steftsti colonna, eotto le fatte ipotesi avremo la formol) 

I 

^• , - 1 

— f«gi;l>^^-r Ì)^+ - ■ ■ + Di,„ \dx—\KX\ Di^,_n + ■■■ + D„_„ | rfa- = 0, 

kht itcà cui particolari Ak luogo n risaltati molto notoTolì. 

28. Coel, supponendo iu particolar» che le equazioni ^39) e (-ìO) siano 
iPiyMi, ee Bara i=^], ciò che richiederà ohe la matrice [31) oorrispon- 
•égmti alte e4tua:eione (40) eia di caratteristica I, avremo In formola 

[h, ['a^ — Oriy',""'"* + (a. — «*) yl"~'' -r • -1 Arfa;— 0, |42) 



A| eolla notazione del § 25, il determinante />,„ degli integrali 
0it lf»t"- i/i ^^"^ (^^)ì ^'^^ essendo 



Ul| 



V Ut ««rit i^^2, ne) qual caso *( dovi 



(43) 



à supporsi superiore a 2, e la nin- 



V«w nkAÌTA alla stessa equazione (40) potrà essere 1 o 2, avremo l'altra 
fpruLvU 



j ^a, — flr) yl"-'* + (». — ff.) y',"~'' + ■ ■ ■ I ^L,n da; - 



- f«* i («. - "r) y^" " " + (a* - <'.) y'." -"+■■■! A. „ rf T, 



• (44) 



quando si ponga 



y. y'. . . ■ y^"--' j 



Vn y'n . . . yl""^' 



y, y'. . . . yi"-'' 



e se saremo nel caso delle equazioni dei §§ 9 e aeg. per le quali si abbia 
in generale per r^ì a,.^t/r^i^) -f 'n con ffr e ir funzioni della sola x, 
e z essendo ÌI parametro variabile che col cambiarsi da z, in ?; fa pns- 
sare dalla equazione (39) all'altra differente (40) (*i, allora, dividendo per 
jiz,) — <fist\ nel caso di l'^l avremo la foimola 

I li^cl^-r yi""" + ^.yl"""H \Adx~(ì, (46i 

e nel caso di i^2 avremo l'altra 

h I gr y',-' ■' + 9. yi"-*' + ■ ■ ■ | a. „ dx=jec\gr yi""'"' + 9, y'r •'' + ■■■ I K» ^ ^- (47) 

E più particolarmente ancora ee il parametro z comparirà soltanto nel- 
l'ultimo coefficiente «n dell'equazione data, e si avrà a„^ff<fi^} + /, allora 
per i = 1 avremo la formola 



e per i^2 avremo l'altra 

b b 

I ©e 3 y. A,,„ (1x = ÌSe g y, A,,„ d 



(48) 



(49) 



(*) Si suppone niitiiralinente elle i valori s, e e, ili s che corrisiioiiilono alla (39) e 
alla (40) non rendano if (s^) = tt (;,), aUcìmcnti le Jue eiinazionJ sarebticro le stesse e tior 
[lotreatmu dividere jier ^ (=]) — <f (-^j). 




•>-,'s 



••II. 



sr: 



l«. 



t-». 



- (-» 
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determinante sia A, e che insieme a un altro integrale yi (che non sarà un 
integrale normale) costituiscano un sistema fondamentale della equazione omo- 
genea stessa (*). 



i'*) Se (li una equazione lineare omogenea di ordine n si conoscono n — 1 integrali 
che facciano parte di un sistema fondamentale (cioè che non siano legati fra loro da re- 
lazioni omogenee e lineari), ò noto che può aversi sempre Tn® integrale con sole qua- 
drature. 

Un modo semplice per trovarlo può essere il seguente. 

Essendo 

la equazione omogenea data, e ygi l/s»-** !/» &h n — 1 integrali di essa che si conoscono, 
si indichi con P il determinante 



P = 



y 


y' 


y" . ■ 


• y'"-" 


Vi 


y\ 


y'\ ■ ■ 


• y."-" 


y» 


.v'3 


//", • . 


• yr" 


y» 


y'n 


//"« . . 


• • • 



Questo uguagliato a zero darà la equazione 



(P) 



che ha gli integrali noti y^, S/s»»*» Vn] e per mezzo di questa, avendo riguardo alla espres- 
sione di D\^n sì troverà subito intanto la formola notevole />'i,fi = — /)j,ti-i. 
D'altra parte avendosi 



/>' = 



y y 



. . y 



(n • fi y^A») 



y% 2/2 . . 



y<-«> y;) 



yn y'n . . . y'r'' yT 



se si suppone che 1/ sia un integrale qualsiasi della equazione data (a) si vede che avremo 



X 



a 






^dx 



P' = ^ P, e quindi por questo valore di y sarà P= he 



a 



, cioè SI avrà 



Di.» 3/(»->' + 7>i,«-i y(»-2> +... + IKì y' + Ih.x y = kc ' 



essendo h una costante; e evidentemente questa equazione per ft = condurrà agli inte- 
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la condizione che trovammo nel § 24 come condizione necessaria e 
^^*^^^ieiite perchè l'integrale particolare F della solita equazione completa (34) 
^ si annulla per x^=^a insieme alle sue prime derivate sia un integrale 

^"^^^^ale, si può ora trasformare nell'altra che l'integrale LYzrfa; sia zero. 

a 

31. E tornando ora a considerare le formole (22) o (23) del § 17, 

^^erviamo che se saremo nel primo dei casi del § 18, cioè se sarà 
^ h 

- dx= — (X) ad ambedue gli estremi a e b^ avremo sempre ÌSc^d x-.= 0^ 
^' ^"^ « 

Qualunque sia il sistema d'integrali j/i, j/«,... j/n che si considerano, purché 
^ìano regolari fra a e è e anche a questi estremi fino alle loro derivate n* 
incl., il che, per quanto fu detto in nota al § 18, non potrà avvenire altro 
che quando gli integrali stessi appartengano a equazioni diverse, cioè corri- 
spondano a valori diversi dei parametri che vi figurano, pei quali alcuni dei 
coefficienti della equazione abbiano valori dififerenti* 

Se poi l'integrale — rf oc non sarà — oc a nessuno dei due limiti a o i, 

e 

lo sarà soltanto ad uno di essi, che allora supporremo essere p. es. il li- 
mite a, l'integrale ©e W d jc non sarà zero altro che quando per ciascuno degli 

a 

integrali yi, y,, ys,.. yn siano soddisfatte le condizioni dei casi corrispondenti 3.° 
2.° del § 18 respettivamente, o altre condizioni speciali; e noi ora suppor- 
remo appunto che per n — 1 di questi integrali y,, ys,... yn siano soddisfatte 
ai limiti a e ft le indicate condizioni del 3.^ dei casi del § 18, quando non 



X 



sia ^ dx = — ce per x =:^ a, e siano soddisfatte le condizioni relative al 

J (h • 

e 

X 

limite bj senza curarci di quella relativa al limite a quando sia i^ dx = — oo 

J ^0 

e 

per x==a] e per l'altro integrale //, ammetteremo che i parametri Si, Csj..- 
Ci ^restino indeterminati, e per esso siano soddisfatte o no le condizioni ai li- 
miti; e infine sia per questo che per gli altri integrali //j, ys,.. yn ammet- 
teremo che essi siano sempre regolari almeno fino alle derivato (n 1 ,^ incl. 
anche agli estremi a e />; e supporremo inoltre che y, e le sue derivate am- 



Oitti: Studii $ulU tquazioni differtmialt lineari. 



mettano aiiclic nlmtiDO le deriviito {irime riepi^tto ni jiaramelrì varialiìli, e 
(jucslc pure siano finite e continue. 

Àlloia non avremo sempre In formolo 1 HjD(?,c =^ 0, ma iivremo Ancora 

in ogni cas'j la formula i,22), iu quale ci darà la seguente 



dove ai termini del secondo membro abbiamo posto i divisori kp e R, 
perchè nella (22) i coefficienti di y'f' e (/'«' nelle condizioni ai limili a e h 
respettivamente erano supposti ugnali ad uno; e ora s'intende naluralmenle 
che k^ e hq siano diversi da zero, cioti die nelle condizioni ai limiti a e A 
figurino efTe Iti va mente i termini con t/P^ e p*^*. E in questa formola, p. es. 
il primo termine del secondo membro mancherà se fl» sarà zero per x = a, 

e se al tempo stesso si avrà I — rf .r — - e», o se l'integrate j/, che abbiamo 

introdotto soddisfarà alla condizione (,27) relativa al limite « qualunque siano 
i valori dei parametri Co (tv (< ■ 

Questa formola, sotto le nostre ipolesi, potrà derivarsi rispetto a uno 
qualunque dei parametri {i, e le derivazioni potranno farsi gotto l'integrale; 
ti quindi essa diirà luogo all'allra 



y> 



S'> 



[<%"-m\. 



A 



dallii quale poi altre formole simili potranno ottenersi con nuove derivazioni, 
se //, avrà finite e continue anche le derivate seconde rispetto ai parametri 
variabili, ecc.; e tutte queste formole serviranno a determinare gli integrali 
dei primi membri, e daranno luogo ad altre particolarmente notevoli qnando 
in esse si supponga che alcuni degli integrali i/,, y»,... y„, fra i quali (/,, 
appartengano alla (39), e gli altri appartengano alla (40l e si trasformi 
il D coi processi dei §§ 27 e 28, o segnatamente con quelli del § 28 relativi 
al caso di i - I psr le equazioni oningenoe. 
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32. Così, supponendo che nella (40) i parametri Ci, C»?-.. abbiano va- 
lori determinati, in corrispondenza della formola (42) si trova la seguente 

l y'"'" + Iv ^'"~" + ••• + («'- «r) -^l'^p + (a. - a.) ^l'^p + ...\^dx = 

a b 

Sa/' St''' 



e ammesso ora che nella equazione data dei parametri d, Sg,... Ci non ve 
ne sia che uno z^ e i sia il valore di questo parametro che corrisponde alla 
equazione (40) o agli integrali normali che figurano nel determinante A, se 
faremo tendere 2? a C, con che a^, a,,... tenderanno a ar^ ««,•••? basterà 
supporre che allora y, tenda uniformemente fra a e 6 a uno degli integrali 
normali j/,, 2/t,... ?/n della (40) che figurano in A, p. es. tenda a t/ry per 
giungere alla formola 

a 
J a. 



(fi i ^ "'■ «(>—■) 4- ^ «("-*) -1- 1 A ^ r — * ' ( n "\ k ^ y'''ì 



6 

J a© 

e ^ / "-' 8 2/'* 



(51) 



/i. 



(«■.|»-7iL-. 



dalla quale nel caso che si abbia in generale ar^= grfi^^) + 'r, essendo gr 
e Ir le solite funzioni della sola a:, e y (0) una funzione di z che non si an- 
nulla per = C, avremo l'altra 



a 

dx 



9. 1 9r y; •' + i,. /r" + • ■ ■ u'rf -= ,^y j^, ( i>,p "1 f. '#')_- 

6 

fri*" 

e nel caso, più particolare ancora, ohe (f{z) figuri soltanto in On e sia 
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(52) 



(50) 



23fi 
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a^ = g (fis) -)- l^ avremo l'altra 



(63| 



e queste formoie servono di complemento alle |42i, (46) e (48l. 

In particolare nel caso di « = 2 questa fovmola (53) ci dà il valore del- 

l'intt^grale I 6,. (///';'/ x per gli inlei;;rHli normali delle equazioni omogenee del 

second'ordine. 

In queste formule poi, in luogu di -~ e -~ potrt^iru» sempre mettere 



zioni date ai limiti a e h figurino i termini con y<"- ". 

Derivando ancora rispetto a z la (50 1, e poi facendo tendere; 2 a (, si 
otterranno altre formoie pure nolevoli che potrnnno servire speoialmeute nel 
caso in cui y' |z) si annulli per 2 = ?. 

B ricordiamo, come già dicemmo, che in tutte ijueste formoie uno dei ter- 
mini del secondo membro nimicherà se saremo nel secondo dei casi del § 18. cioè 
se a uno degli estremi a o & il coefficiente a., sarà zero, e al tempo stesso sarà 



J Ilo 



- oo; e mancherà pure se al limite a o b corrispondente l'inte- 



grale ,'/, che è stato introdotlo soddisfarà anch'esso, e qualunque sia z, alla 
condizione relativa al limite stesso. E ciò, ben s'intende, nel supposto sempre 
che siano verificate le condizioni poste per la regolarità dei viirii integrali 
!ìi, .'/»j--- ì/n non solo fra nei, ma anche agli eslremi, e quella relativa al 
tendere uniformemente di </, a .^t quando 2 tende a C, ecc. , . , 

33. Se poi «0, oltre ad essere zero ad uno degli estremi n o i, e 



a darci allora 



' r/y = 



- tx), come già abbiamo ammesso che possa es- 



sere, presenterà questa particolarità anche all'altro estremo, venendo così ad 
essere nel l." dei casi del § 18, allora, se potessero continuare ad essere ve- 
rificate le condizioni ora ricordale rispetto agli integrali ,7,, .'/[,... ,Vn ecc., 
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la formola (22) condurrebbe a quelle che vengono dalle precedenti col farvi 
i secondi membri uguali a zero; ma poiché in particolare nel caso delle equa- 

b 

zioni del second' ordine ci darebbe ÌQcg!/ldx = Oj ciò che è inammissibile 

a 

quando Uq sia continua fra a e b e non si annulli che agli estremi, e g non 
cambi i mai segno fra a e h e non sia d'integrale nullo in nessuna porzione 
di (a, />); COSI, almeno in certi casi, e in particolare per questo delle equa- 
zioni del second'ordine, le varie condizioni che abbiamo poste pei nostri in- 
tegrali non potranno coesistere. 

E per gli integrali normali di queste equazioni, come avviene ad es. pel 
caso delle funzioni di Leobndrb Xw, per potere calcolare i nostri integrali, 

come ad es. l'integrale ÌQeg ytd x, bisognerà spezzarli in due parti, l'una 

a 

da a a ^/, e l'altra da a a />, essendo a m\ punto intermedio fra a e 6, e 
calcolare poi i due integrali separatamente colle formole precedenti per le quali 
allora il più spesso non si presenteraimo più le indicate difficoltà; o bisognerà 

calcolare l'integrale ÌQog yìdx^ e poi cercarne il limite al tendere a zero 

di £ e di £i . 

34. Premessi questi studii generali sugli integrali normali delle equa- 
zioni differenziali lineari, poniamoci sempre d'ora innanzi nel caso in cui 
nella equazione completa che ora considereremo E (y^ z) = Xy o 

«0 J/<**> + a, y^»-'^ + • • • + an-i y +any = X, (54) 

alcuni tutti i coefficienti dopo il primo e X sono funzioni intere di un 
solo parametro reale o complesso z] e limitandoci, per semplicizzare, al caso 
in cui (/o è sempre diverso da zero fra a e è e anche a questi estremi, ciò 
che ci pone nel 3." dei casi del § 18(*), prendiamo a studiare gli integrali 
normali, considerati come funzioni di questo parametro ^. 



(*) Molti dei risultati che ora otteniamo valgono, con leggiere modificazioni, anche 
pel caso in cui Oq si annulla a uno degli estremi a e b, e con maggiori limitazioni anche 
quando Gq si annulla a tutti e due questi estremi; ma noi ci riserviamo di trattare a parte 
questi casi in altro lavoro, onde non complicare di troppo le nostre considerazioni attuali. 



ffèrmatalt itMort. 



Supponiamo ancora dapprima che sì abbiano soltanto le due aolite con- 
divìdili ai limiti (27) ntìlle (junli i cneflìcienli h e k siano contanti anclte rì- 
Bpe.tto a z\ e ricordiamo le sobie nostre eRpreusioni generali in serie per gli 
ìntogrrfli fondamentali w,, w,,... ir» della equazione omogenea corrispondente, 
qualunque siano in queste espreBsìon! i valori ecelti per le funzioni aueìliaiic 
7i, z,,... «,i, purché indipendenti da g, e regolari rispetto ad r fra ti e h tino 
alle loro derivate n'. 

Dall'esame di queste eoprensioni risulterà subito, come del resto già di- 
cemmo ai |i 5, che gli stessi inlfigrali tri, «>,,... te„ e le loro derivate fino 
alla H" inclusive saranno funzioni intere di ^; e per le nostre formole gene- 
rali lo stesso sarà dell' intogr:ile Y che si annulla insieme alle sue prime 
n — 1 derivate per r = o. E coaì pure saranno funzioni intere di z anche tutti 
i determinanti del second'ordiue ai quali dà luogo la matrice (31); e quindi 
per quelli fra questi determinanti che non saranno identicamente nulli qua- 
lunque eia ^, come per l'integrale Y, gli infinitesimi dovranno essere tutti 
di ordine intero. 

Incomincierenio ora dal considerare il caso in cui fra questi determinanti 
ve ne sono alcuni (se non tutti) che non sono identicamente nulli qualunque 
sia z, e supposto ad es. die uno di questi (non identicamente nulli) sia il 
determinante /- formato dalle due prime verticali della matrice (31), ammette- 
remo senz'altro che i suoi infinitesimi a distanza fìnita a,, a,,..., :'„■,. . (quando 
vi siano) siano tutti del prim'ordine. 

Allora pei valori di s diversi da questi infinitesimi «,, «i,-.., «mt--- la 
matrice (31) sarà di caratteristica 2; e quindi, per quanto si disse al § 24, 
per gli stessi valori di ^ si avranno sempre n -\ integrali normali, uno dei 
quali sarà appunto l'integrale Y quando esso sia un integrale normale. 

Questi integrali normali potranno trovarsi coi processi generali del §24, 
[irendendo cioè [ter le rp,, Cp,,... Cp_n. per p ^l, 2,... ti ^ 2, quan- 
tità costanti, o funzioni qualsiansi di r, che potremo supporre intere e tali 
che, eccettuati tutt'al più alcuni valori particolari di -, il determinante da 
esse formato aia sempre diverso da zero, e prendendo inoltre per semplicità 
Is Pii-1,1, c„-, ,,,,.. ("n L.n tutte uguali allo zero, e determinando poi la Cp, e 



! per p - 



2,... H -- I eolle formole (38); ma se le somme 1 ^ ^, ipJ' 
i determinanti /,, '>■„ /i,... 'ni Mo f*f 



e l'integrale Y 



non soddisfaranno a condizioni speciali, o se non saranno scelte opportuna- 
mente le prime fp_,-, evidentemente le Cp,, e Cj,,, e quindi gli integrali normali 
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corrispondenti, mentre saranno funzioni uniformi di 2; e col carattere di fun- 
zioni intere in ogni punto z diverso dai suddetti punti d'infinitesimo a,, «g,..., 
«m,..., potranno presentare delle singolarità coir avvicinarsi di ^ a questi punti; 
e solo per l'integrale Yj quando esso sia fra gli integrali normali pei valori 
di z diversi da ai, «g,... «m,..., saremo sicuri che non avrà singolarità 
negli stessi punti ai, a,,... «mv 6 in essi sarà ancora un integrale normale 
perchè, come già notammo, esso è una funzione intera di z. 

Se però, essendo n>2, gli stessi infinitesimi ai, a^,..., a^,... del determi- 
nante ). apparterranno tutti anche a quegli altri fra i determinanti ?.s, A4,... in, 
|ULs, ,^4,... fxn che non sono identicamente nulli, per modo che uno qualunque 
di essi si possa porre sotto la forma X (p, essendo \^ una funzione intera di z 
che potrà variare da determinante a determinante; e in ogni modo, sia che 
la circostanza ora indicata si presenti no, prendendo le Cp,-, per pei 
uguali ai numeri 1, 2,... n — 2, tutte sotto la forma Cpj = 'kc'pi^ dove le 
e pi abbiano le particolarità che avevamo indicato sopra per le Cp,, cioè di 
formare un determinante diverso da zero, allora è certo che le Cp^i e Cp,, che 
si otterranno dalle formolo (38) per tutti i valori 1, 2,... n — 2 di p risul- 
teranno tutte funzioni intere di 0, e tenderanno verso limiti . determinati e 
finiti al tendere di z verso quei punti d'infinitesimo «r di a che abbiano al 
tempo stesso la particolarità di far sì che l'integrale Y sia un integrale nor- 
male ; e lo stesso avverrà evidentemente anche nel caso di n = 2, perchè al- 
lora la matrice (31) si riduce al determinante À, e non si hanno più i de- 
terminanti X3, X4,... X„, fx,, fjL4,... i^n] mentre se fra gli stessi punti d'infi- 
nitesimo a,, «t,..., amj"- ve ne saranno alcuni a« pei quali l'integrale F cor- 
rispondente a questo valore a« di z non sia un integrale normale, allora a 

meno che le due somme ( Jfc»?^^*)» (21*'«^'2*M ^^" siano ambedue zero 

per quel valore a« di Zj le quantità stesse Cp,i, Cp^t col tendere di z ad a« 
non si manterranno finite altro che moltiplicandole per z — «» . 

E s'intende anche che per quelle Cpi che nelle (38) moltiplichino determi- 
nanti /,• e lAi per ambedue i quali si abbia X,==rX ^^,(2;), jx,=:Xe,(e) con 
^i{z) e 6i(z) funzioni intere di «, non importerà prendere come dicevamo 
poc'anzi Cpi= Xc'p^f, ma basterà prendere per Cpi una costante una funzione 

intera qualsiasi c'p^i di 0; e anche più generalmente se sarà X,- = X^,(0), 
fii=lOi(z) essendo X un fattore intero di X, basterà prendere e p ,• = =r c'p,» . 

A 

D'altra parte, per quanto si disse nel § 25, se considerando la equa- 
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zione oinogeiier» Eia, «ri^O PoiriRpoiidente alia (equazione fiata pel valore 
a-c A\ z si trovano i sudi n — 1 inte^frali lineariiiente distinti y,, Ys,..- >« che 
per T=i soddisfano alla seconda delle condi/iniii ai limiti (27i, e s'indica 
con A il loro determiiiHiiie, la condizione perchè i! solittt intesale 5" per z^^a. 
sia un integrale normali' è espressa dalla formula 



I e. A' A (/ r = 



(55|.| 



dunque si può ora evifìentemente afterman- che seguendo il processo indicato | 
per la deterniinazione delle Cpj per /> e i uguali ai numeri l, 2,... h 
n — 1, (juando un» almeno dei determinanti di second'ordine / ai quali dà j 
luogo la matrice (31) non è ìdentioamenle nullo qualunque sìa z, e ha i suoij 
infinitesimi a distanza finita a,, a,,..., a„,... tutti di prim'ordine, gli n— l| 
integrali normali che per z diverso dai detti punti d'infinitesimo «,, «(,., 
«m,... risulteranno così determinati, considerati in tutto ÌI piano ^ saranno] 
funzioni uniformi di 2 che se la I55i sarà sempre soddisfatta per tutti gli 
infinitesimi f, di / saranno anche funzioni intert- di z, mentre se per alcuni a. I 
di questi infinitesimi la stessa condizione (55i non sarà soddisfatta, questi I 
punti a, saranno altrettanti poli di prim'ordine dei detti integrali normali, 
meno che a, non sia al tempo stesso un infinitesimo di ciascuna delle due ' 

somme! ^ k,tp,'^\ . j ^ k.wi'A i nel qiial caso «, sarà un punto ordinano. 

Supposto poi che "i sia uno dei punti d'infinitesimo del determinante /. pei 
quali la condizione (55i è soddisfatta, t cerio che ciascuno ,'/p degli integrali che 
abhiamo trovati come integrali normali pei valori di z diversi dai detti infini- 
tesimi e quindi anche da otri quando si consideri anche per s = a^ non è altro | 
in sostanza che il valore che, indipendentemente dalla considerazione degli^ 
integrali normali, viene dato dalle nostre formole generali per quell'integiale ' 
particolare della equHzione data corrÌ8[)ondente a z ^^ a^ pel quale le r,, 
c,,...r„ che figurano nelle formole stesse hanno i valori limiti (rp,l,,, 
l''p,()«t)-'- ""p,»!)*. **i quali tenderanno le Cp,, Cp,,... Cp„ coll'appro^imarBi J 
indefinito di ? ad a,; mentre poi non vi ha dubbio che esso pure soddisfai; 
alle condizioni limiti (27i, perchè queste per i/p erano soddisfalle per valori 
di z prossimi quanto si vuole a «n e gli integrali che vengono dalle nostre] 
espressioni generali sono funzioni continue di z anche nel punto a, insieme'! 
alle loro prime ti — 1 derivate rispetto ad x] dunque evidenteniente il nostro I 
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integrale //p rimarrà un integrale normale anche quando si consideri per 
z^i^ap^ e si può quindi ora rigorosamente affermare che per ogni equazione 
completa (54) esistono sempre n — I integrali normali che sono funzioni uni- 
formi di z in tutto il piano, e che non possono perdere il carattere di fun- 
zioni intere altro che per quei punti d'infinitesimo del determinante X pei 
quali non sia soddisfatta la condizione (55), e saranno quindi funzioni intere 
di z senz'altro quando la stessa condizione sia soddisfatta per ciascuno degli 
infinitesimi medesimi. 

3,"). Questo nel caso che ora abbiamo considerato in cui fra i de- 
terminanti di second' ordine ai quali dà luogo la matrice (31) ve ne siano 
alcuni, uno dei quali abbiamo su[)posto essere quello >. formato dalle due prime 
verticali, che non sono identicamente nulli qualunque sia z. 

Quando poi questi determinanti siano tutti identicamente nulli; allora la 
matrice (31» sarà necessariamente di caratteristica 1, e per questo e perchè 
nella prima delle (36), per l'ipotesi fatta che ao non sia zero neppure per x rrr a, 

(w— 1 
21 hgw[^n non possono essere tutte nulle, il solito integrale Y dovrà es- 
'a 

sere necessariamente un integrale normale della equazione data qualunque 
sia ^, ciò che porta che allora la condizione (55) dovrà essere soddisfatta per 
qualsiasi valore di z. 

Riducendosi poi allora le equazioni (36) ad una sola, p. es. alla seconda, 

e neppure le somme 1 ^h, f(?i*M per t = l, 2,... n potendo essere contem- 
poraneamente zero per nessun valore di z perchè a© non contiene z e per 
a; = 6 è diverso da zero, ne viene che se ad es. la prima sommai >) A.m?'j*m » 

che ora indicheremo con A, non è identicamente nulla qualunque sia z^ e i suoi 
infinitesimi a distanza finita sono /S^, /3,,..., /Sm,.., basterà prendere oppor- 
tunamente le Tp,, rps,... Cpn per2?=l, 2,..\ n — 1, come ad esempio 
prenderle tutte della forma Ac'p^, Arp3,... A^pn, essendo le e pi quantità 
costanti funzioni intere di z tali che il loro determinante, eccettuati tutt'al 
più alcuni valori partfcolari di z^ sia sempre diverso da zero, per giungere 
a trovare n — 1 integrali normali diversi da Y che per z diverso dai punti 
/3i, /3,,..., /3m,-. siano linearmente distinti, e che considerati in tutto il 
piano z siano come Y funzioni intere di e; e questi integrali anche pei punti 
/3i, iSj,..., |8m,.-- saranno integrali normali, ma allora potranno non essere 
più linearmente indipendenti. 

36. Così in particolare se la equazione data sarà quella generale del 
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«0 ,'/ -\- a,y + a, ij =^ a, 

per la quale amiiielteienni die «o fra a % li igli estr, incl.i sia sempre di- 
versa (la zero, e tutte o almeno una delle a,, «i, A' contengano il para- 
metro 2 essendo funzioni intere di questo parametro, sì osserverà per prima 
cosa cha in questo caso la matrice (31) sì riduce a) determinante 

e se questo determinante (56) non sarà identicamente nullo qualunque sia z, 
e avrà i suoi infinitesimi a,, «e,..., «mi •• ^^^^^ *^^' prim'ordlne, allora quando 
avvenga che, indicando con y quell'integrale (iell'equazione cjmogenea corri- 
spondente i) ciascuno a^ di questi infinitesimi preso come valore di z, che è 
determinato dalla condizione al limite k,)/ -\- k,y =^0 per x ^b, e clie non 
può differire dall'integrale normale corrispondente altro che per un fattore 
costantfi, si trovi che la funzione .V è (ale «he resta sempre soddisfatta la 
condizione 



[i-fcXydx^O, 



(57) 



si [lotrà senz'altro affermare che esisterà sempre un integrale normale della 
nostia equazione che sarà una funzione intera di 2. 

E se questa condizione |57) sarà soddisfatta soltanto per alcuni degli in- 
finiteaimr del determinanle (56) e non per altri «,, ae,---, l'integrale normale 
sarà soltanto una funzione uniforme di r che Ìii questi punti «,, «s,.,. avrà 
dei poli di prim'ordlne tutte le volte che in questi punti non siano infinite- 
sime anche le due somme (A:„ », -f- k, te\ta, (^«w* -f /'i "'ila • 

Se poi il determinante (56| sarà identicamente nullo qualunque sia ;, 
esisterà ancora un integrale normale della nostra equazione che sarà fun- 
zione intera di z, ma ciò nel caso soltanto che il solito integrale Y sia 
esso stesso un integrale normale per qualsiasi valore di z, cioè quando la 

condizione \QtXy(fx=^0 sia soddisfatta per ogni valore di z. 

Questi risultati ci danno, come caso particolare di altre osservazioni molto 
più generali, un teorema dimostrato da Kneser nei Malli. Annal., Voi. 58, 
pag. 113, che in sostanza, come fa rilevare lo stesso Kneser, trovasi cont';- 



nulo ancIiP in un precedente lavoro di Siekloft pubblicato negli Annaìes de 
ìa Fac. des ò'ciences de Toiilouse. 

37. In ciò che precede abbiamo sempre supposto clie le condizioni date 
ai limiti siano soltanto le due (27). 

Quando poi queste condizioni siano più di due, il che naturalmente e8Ìg« 
che i'equiizione data sia dì ordine h superiore al secondo, limitìamooi por 
semplicità al caso in cui esse siano precisamente in numero di n; e di queale, 
due siano ancora le (27) che indiclieremo ora con .4,^=0 & B<, = Q, f delle 
rimnneiili alcune, p. es. ì che indicheremo con 5,^=0, B,^0,... B(=0 
siano come la seconda ^, ^=0 delle (ii7l stesse e relative al limite i, e le altre 
H — 2 — (' che indicheremo con J, =^0, At=0,... ^„-,-,- = 0, siano comò 
1« prima ^lo = fi relative al limite a. 

Allora oltre alio ilue equazioni (3G» corrispondenti alle {21), ne avremo 
altre m — 2 delle quali i saranno jierfettamente simili alla seconda delle (36) 
medesime, e le altre saranno simili alla prima; e quindi considerando il de- 
terminante P formalo dni coefficienti delle Cp_,, fp.i,.-- ^ì>.» '" queste equazioni, 
che sarà, certo una funzione intera di ?, e limitandoci al caso in cai ceso 
non sarà identicamente zero qualunque sia z, sì riscontrerà subito che, indi- 
cando con «1, at)'*-i "■Mi--- i ^noi pumi d'infinitesimo a distanza finita quando 
vi siano, le equazioni stesse pei valori di * diversi da questi infinitesimi a,, 
«(,..-, «m,-.- di P determineranno perfettamente tutte le costanti Cp_,, Cp;,... 
Cpn sotto forma di altrettanti quozienti di funzioni intere che avranno tutti 
per denominatore comune il determinante F; e così ora per questi valori di s 
diversi da «,, a,,..., «„,... l'integrali: normale sarà unico e determinato. 

Ne segue che al tendere di ^ a quei valori particolari «,,«,, cj,... che 
rendono P infinitesimo, onde le Cp,, <'p.*i--- Cp.n così determinate in funzione 
di e si mantengano finite, bisognerà che anche le funzioni intere P,, Pt,-.. 
Pn che figureranno nei loro denominatori divengano infinitesime dello stesso 
ordine di /' o di ordine superiore pei valori di a,, «,, «j,... che sono infi- 
nitesimi di P, potendo poi esse divenire infinitesime anche per altri valori 
di ^; e in questo caso l'integrale normale corrispondente ai valori trovati 
per le fp,, Cpj,... fp„ sarà una funzione intera di «; mentre se per nlcunì 
degli infinitesimi a,, a,,,.., a,„,,.. di P le indicale funzioni intere di z P,, 
Pi,... Pn non divengono tutte infin tesime, e dello stesso ordine almeno, 
questi punti corrisponderanno ad altrettanti poli di alcune o di tutte le stesse 
Cp,, (!p,,... fp,, G quindi anche, almeno ordinariamente, dell'indicato integrale 
aormale. 
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Ora avendo riguardo nlla forma delle funzÌMii P,, Fs,... Pn per m 
di deteiminanti sì vede subito che esse hanno tutte per fattore intero Y 
quindi la circostanza ora indicata clie un infinitesimo a^ di P sia un ir 
tesimo, dello stesso ordine almeno, di queste funzioni, si presenterà in p 
colare quando per P lo stesso infinitesimo sia del prim'ordine, e oltre a 
il solito integrale Y della equazione completa El>j, ^■r)^=X corrisporid 
■ a z = air eift un integrale normale. 

D'altra parte se presa una qu,nliinque ÌÌj ^ delle i -\- 1 equazioi 
limite b, e per ogni infinitesimo «r applicato il processo dato al § '23, si 
veranno gli n — 1 integrali yj,i, yji,... yn.i linearmente distinti della 6' 
zione omogenea coriiepondente E('j, cr.):=0 pei quali la condizione a 
mite /; Bi^=Oe soddisfatta, allora, indicando con A; il loro determinante, 
quanto si disse al § 26, onde il nostro integrale Y soddisfi alla condiz 

Pj^^O al limite b bisognerà che si abbia h^ A' Ai(/a^ ^^0; quindi evi 

temente onde lo stesso integrale Y die soddisfa naturalmente alle n — i 
equazioni A,= 0, A,^0,... An t-i^O relative al limite a soddisfi a; 
lille altro 80=^0, B,=^0,,.. B,- = relative al limite b, e sia quia 
integrale normale, bisognerà che si abbiano le i -\- l condizioni 



ea.YA,rf.r = 0, 



B.Vi.rfx- 



U\XAidx^ 



-0 



corrispondenti a ciascuna delle condizioni al limite b. 

E cosi si può ora affermare che in questo caso in cui si bann 
equazioni ai limiti /J„ = 0, .-I.^O,... A»^, i^=0, B» ^ (', P, ^ C 
P; ^ 0, e il determinante P non è identicamente nullo qualunque sia s. 
remo certi della esistenza di un integrale normale funzione intera di z 
soddisfa alle condizioni indicate ai lìmiti, quando 7^ sia tale che i suoi 
nitesimi ff, , a,,..., a,,,,... a distanza finita, se vi saranno, siano tutti 
prim'ordinej e per ciascuno di questi infinitesimi f^ il solito integrale Y 
si annulla insieme alle sue prime » — 1 derivate per x^a sia un integ 
normale, 0, il che è lo stesso, quar.do per ogni infinitesimo «i siano se 
sfatte le i -f- 1 condizioni (58), 

38. Senza serie difficoltà potremmo anche considerare il caso , 
il determinante P è identicamente nullo qualunque sin z, e quello hb 



poBa prendere il valore zero senza però essere mai d'integrale nullo in ncs- 
sODa porzione di (n, h), e facile vedere clie, come avviene c^empre per le 
equazioni del second'urdine, co&i in casi speciali assai estesi anche per quelle 
di ordine superiore, il verificarsi delle condizioni stesse (55) o (5o), o anclre 
più generalmente il fatto comunque accertato dell'esititenza di un integrale 
Dormale della (54) che sin funzione intera di z, porta di necessità ohe dehba 
MHre X = Q in tutto l'iiitervalio («, (i). 

La dimostrazione di questo teorema, che può riguardarsi sia come reln- 
tivo agli integrali delle equazioni differenziali lineari e complete, sia come 
relativo agli integrali normali delle equazioni lineari omogenee e alte fun- 
zioni A' che soddisfano alle condizioni {br,) o iò8\ fu data già in quest'ul- 
timo seneo, pd caso delle equazioni lineari del i^econd' ordine, da Sturh 
nel 1846 nel Voi. I del Journal de Malh. ile LiouiUle, ma con condizioni 
molto restrittive per la funzione stessa A'*, e negli ultimi anni fu estesa rigo- 
rosamente da Steklofp e Kkeber nelle Memorie citate, sempre per le solo 
equazioni del second'ordine, ma per casi molto più generali di quello di Stitrm 
rispetto alia funzione A'j perocché invece delle condizioni che vengono dalla 
dimostrazione di Stcbm essi posero soltanto quella che A' dovesse essere finita 
e continua insieme alle derivate prima e seconda fra nei. 

Qui però, pure seguendo in sostanza il processo di Knebee oppoi-tuna- 
mente esteso, dimostreremo il teorema, oltre che per le equazioni del secondo 
ordine, anche per alcuni casi, molto eslesi, di equazioni di ordine superiore, 
e sempre non facendo su A' altra ipotesi che quella di essere finita e atta 
alla integrazione fra a e &, o che se diviene infinita restì atta alla integra- 
zione anche quando si riduce ai suoi valori assoluti, o quando si moltiplica 
per funzioni finite e continue. 

40, Limitiamoci perciò, come già abbiamo detto, a supporre che nella 
nostra equazione completa |54) il parametro z figuri soltanto nel cocfBoìente 
«„ di y, e per modo che si abbia a„ = y f{z) -\- l, o o„ =^ 9 ^ 4- ? cam- 
biando senz'altro per semplicilfi ^u) in ^; e inteiidendo che ^ e l sinno fun- 
zioni della sola .r, continue no ma finite e alle alla integrazione fra a h, 
la prima delle quali supporremo anche che non cambt nini segno, e non sia 
d'integrale nullo in nessuna porzione dì (rr, />). 

Siccome quando e, si mantenga diverso il:; /.ero fra o e /< e anche a questi 
estremi e siano soddisfatte le varie condizioni che abbiamo poste relative ai 
determinanti ). a P, e alle condizioni (55) (58), la nostra equazione, che 
d'ora innanzi scriveremo sempre sotto la forma Eytj, z\^X, ammette un 
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integrale normale y che è una funzione ìniera di Zj così in questi casi, e anche 
più generalmente nel caso in cui in qualsiasi modo sia assicurata la esistenza 
di un tale integrale regolare y fino alle derivate n* per ogni valore di x fra a 
e b {a e b incl.), nel qual caso non è piii neppure necessario di supporre 
che tto sia sempre diverso da zero nelV intervallo (a, 6), questo integrale y 
potremo intenderlo sviluppato per le potenze intere e positive di 2? — y, dove 7 
è un numero reale complesso qualsiasi; e quindi potremo scrivere 

y = So + S,{z—y) \'St{z — yy-\ \~Sp{z — yP+'- (59) 

essendo s©, s», S2)»«-, 5p,... funzioni della sola x dipendenti dal valore di y; e 
queste funzioni, per quanto si disse in generale ai §§ 12, 13 e 14, quand'anche a^ 
non sia sempre diverso da zero fra a e b '{a e b incl.), soddisfaranno successi* 
vamente alle equazioni 

0, 7) = X, E{s,, y) = — gSoj E{s^, 7) = — 5f5i,..., E(Sp, y)=^ — gsp ,,..• (60) 

e ticcome y è integrale normale qualunque sia 0, evidentemente queste fun- 
zioni Soj Sij «2,..., Sp,... soddisfaranno alle stesse condizioni ai limiti per 
x = a e x = b alle quali soddisfa y quando siano date (*), cioè saranno tutte 
integrali normali delle respettive equazioni alle quali soddisfano, e colle stesse 
condizioni ai limiti a e b. 

Si prenda ora a considerare la equazione generica E [Spy 7) = — g Sp i 
nella quale, quando g non sia mai zero fra a e b, potremo comprendere 

X 

anche la prima delle (60) col porre s 1 = ; e moltiplicando in essa i due 

membri per Sg, si facciano poi in ogni termine integrazioni per parti suc- 
cessive da a ad rr, come al § 1 della prima delle mie Memorie più volte 



(*) Naturalmente, siccome partendo ora dalla ipotesi che sia assicurata in qualsiasi 
modo la esistenza di un integrale normale (59) che ò funzione intera di jr, si fa astra- 
zione dagli studii dei paragrafi precedenti, e non si esclude quindi che Oq possa essere 
zero a uno o anche a tutti e due gli estremi a e b^ cosi le condizioni ai limiti po- 
tranno ora essere anche quelle che si hanno nei casi 2.** 1.° del § 18, cioè che sia 
b 

I -^dx - — 00 a uno a tutti due quogli estremi, 



^0 
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citate; si otterrà la forinola seguente; 

nella quale tnn Z è il solito polinomio aggiunto del primo membro della 
equazione E (y, y)^^Xf Cpg è una costante che è uguale al valore del primo 
membro per a: = a, e per le p, ai ha in generale 

pp (Sg)= (Or M + 'l '.««-' Sg)' + £, (Or-,?,)' -\ \- «r ( rt, Sg (f'"', 

per modo cioè che p, all'infuori del Fattore Cr è il solito polinomio aggiunto 
corrispondente al primo membro della equazione d'ordine r 

a. yW + «,!/"■-'* -I + (7ry = 0, 

e sviluppando si potrà scrivere 

priSq}=IJ-rflSg-\- Ur,^S'^ + ^r.- S 5 H + ,"r,^ «1'", l6iÌ,l 



essendo 



(..Or I + ■ ■ ■ + ''j «r "«'""j 



f*r,f ^= *r "u • 

Valendoci ora della forinola (61) si potrebbero trovare varii casi nei 
quali sussiste il teorema enunciato sopra, cioè che sotto le condizioni poste 
si ha .V=^0 per tutti i valori di x fra a e //; noi però ci limiteremo a 
considerare il caso in cui la equazione data pel valore particolare / di z, 
cioè la E{y, y) ^ X, è di quelle per le quali la equazione aggiunta dì quella 
omogenea corrispondente Eiy, y|;^() coincide colla primitiva, nel qual caso 
por « = 2 si comprendono anche le equazioni di Sturm e di Khksih- 
Stekloff. 



e b (a e h ine].), è una eepressioiie die in valore nssoltito si mantiene sempre 
inalterata al mutare degli indici n e w qunndn rpstì la eteeaa la loro somma, 
e pu^ quindi indicarsi col simbolo il^i,, per modo che, quando « e 1/ stano 
numeri positivi nulli, o tult'al più uno di essi sia uguale a — ^1 e l'altro 
allora sia zero positivo, potremo scrivere in valore assoluto 



Q,..=--J, 



ffs^s.dx - 



,dr^- 



;,J?» 



tStnd r : 



con £„ = 1 e,,^ — 1 seconiloc.liè 11 è pari disparì. 

Ricordiamo ora l'osservazione futili da ScnwAnz, cioè die se a e ,3 sono 
quantità reali indipendenti da x si ha in generale, qualunque siano le fun- 
zioni u V purcliè atte alla integrazione 

!(/(«(( [ &v)'dx^a^igit'- dx + '2 a,5 jr; »!'(/, r + /i'Uf'rfr, 

e in conseguenza se, come appnnto abbiamo supposto, g non cambia ni«i 
segno fra a e /(, la forma di 2." grado in a j9 del secondo membro di 
questa formola deve essere sempre positiva o nulla, o sempre negativa 
nulla, e sarà quindi 



J9uvdx\<jff ti' dx\gp'dx; 



e di qui prendendo H^=Sp,,, e v^^Spn con p>\ (*i si troverà ohe le 
noBtre quantità iì.p in valore assoluto devono soddisfare alla relazione 
Il;p<lJ,p,,il,pn dalla quale apparisce che le quantità stesse 11„, fl„ 0,, 
iìif- o saranno tutte zero saianno tutte diverse da zero, e in quest'ultimo 
caso fivremo di necessità in valore assoluto 



suno di essi saia inferiore al valore assoluto di 



(") Si esclude ijiii il caso di jj = [>ep.;hè, potendo 3 in riunitile punto essere zero, ff xt a 
puA essera infinito. 
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Ma d'altra parte, moltÌ[ilican(]o ia (59) per j s„ 
trova la formola 



integrando fra a e b, 



igs^ydr^ ± iì,±Ciiiz —y)± iì,(z—y)' ± iì,(z- 



■■/)'-{ 



nella quale la serie del secondo membro deve essere convergente per qua- 
lunque calore di *, mentre quando !e il,p fossero diverso da zero i risultati 
precedenti porterebbero che la serio formata coi termini di posto pari fosse 
divergente per valori di z — y di modulo r sufficientemente grande, perchè 
in eesa il rapporto dì un termino ni precedente avrebbe un modulo non infe- 

ò 

riore al valore assoluto di -e-' '**' ^ allora evidentemente l'integrale ìgs^t/dx 

non sarebbe una funzione intera di z', dunque bisogna di necessità ammet- 
tere che le lij, 11,, SJ,, lìj,... siano tutte zero, e allora venendo ad essere 

b 

MFO l'integrale h/Sof'^r, anche s» dovrà essere sempre zero perchè s» è con- 
tinua, e g non cambia mai segno fra a e A e non h d'integrale nullo in nes- 
suna porzione di (a, b); e questo per la prima delle (60j porla subito a con- 
cludere che anche X deve essere zero per ogni valore di j fra a e b. 

E così, quando si tratti di equazioni (54), o Eij/f ?)— - A', nelle quali il 
parametro z figuri soltanto nel coefficiente n,, di y, e sia a„ =^ g f (z) -f ^ o 
a„ = g z + l^ con gel funzioni dì x finite e atte alla integrazione fra « 
o i, la prima delie quali non cambii mai segno in questo intervallo, e non 
sia d'integrale nullo in nessuna porzione dello ptesso intervallo, e inoltre i 
primi membri di queste equazioni siano tali die almeno per un valore spe- 
ciale y di « la equazione 2?(i/, y) = si riproduca nella sua aggiunta, e per 
le condizioni date ai limiti a e è per gli integrali il primo membro della (64) 
la espressione corrispondente (65| si annulli indipendentemente dai valori 
delle funzioni Sp e Sq che vi figurano, allora bì può evidentemente affermare 
che di necessità dovrà essere X^ per ogni valore di x nelP intervallo (n, h) 
quando ci si trovi in uno dei due casi seguenti, cioè: 

1.'' che, essendo «„ sempre diverso da zero fra a e i {« e Ì incl.\ la 
condizione (55) nel caso del § 34, e 1 sistemi di condizioni (58j in quello 
del § 37 risultino soddisfatti pei valori di z corrispondenti respeltivamente 
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agli in fini tesi mi a dÌ8taiiza fluita che si abbiaao pel deteriuinante 1 nel pr 
caso e pel de terni in ante P nel secomJo, supposto anche clie questi infinitei 
siano tutti del prini'oidine; e nel caso del § 35 la slessa condizìnne (55j 
sulti soddisfatta per qualsiasi valore di « ; 

2° che in qualsiasi modo sia assicurata la esistenza di un integ 
normale della (54) che sia una funzione intera di ^ e sia regolare risp 
ad X fino alle derivate n" in tutto l'intervallo da « a i (gli eslr. incl.}, qu 
d'anche in questo caso il coefficienle «, non sia sempre diverso da zero n 
atesso intervallo. 

E avendo riguardo alle espressioni nelle quali X è venuto a figuran 
tutto il corso di questi studii, si vede che onde questi risultati valgano bastj 
sola condizione che X fra a e li sia atta alla integrazione, e che se no 
sempre finita restì atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori aasol 
41. Merita poi di essere notato che^ per la forma generale sotto 
quale il teorema ora dimostrato è stato enunciato, sì può anche dire che 
la solila nostra equazione completa E [ij, z) ^ X per la quale siano soi 
sfatte le condizioni poste nel [laragrafo precedente rispetto alla equazi 
aggiunta delle ii {i/, yì ^0, e lispetto al primo membro della equazione [G-. 
alla espressione corrispondente (65), se A' non sarà sempre zero nell'interv 
(£7, i), non potrà mai esistere un integrale normale che sia regolare risp 
ad X fino alle derivate n' nell'intervallo da a a ò igli estremi incl.), e 
funzione intera di z. 

E in questo caso quando fra a e b (questi estremi incl.j Ut, sia sem 
diverso da zero, e ie condizioni ai limiti siano soltanto le due (27 1 come 
§ 34, siano precisamente in numero di ti uguale all'ordine della equazi 
come nel § 37, e nel primo caso fra i determinanti della corrispondente i 
trice (31) ve ne sia almeno uno X che non sia identicamente nullo qualun 
sia z, e cosi pure nel secondo caso il solito nostro determinante P del § 
non sia identicamente nullo, allora esisteranno sempre integrali normali i 
zioni uniformi di z in tutto il piano che avranno necessariamente alcune i 
gotarità a distnnza finita; ma queste saranno soltanto singolarità polari e 
potranno essere altro che nei punti a, d'infinitesimo di /. o di P che vi 
aero di ordine superiore al primo, o pei quali il solito nostro integrai* 
della equazione E y, «,) ^ .Y che si annulla insieme alle sue prime «- 
derivate non fosse un integrale normale, o, il che È lo stesso, la condizione ( 
nel primo caso, o i sistemi di condizioni (58' nel secondo non risulta sa 
auddisfatli. 
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42. A proposito poi delle altre condizioni che si hanno pel teorema 
dimostrato, aggiungeremo che, come avviene sempre per le equazioni del 
second'ordine, così anche per quello di ordine superióre, la condizione che qui 
abbiamo che la equazione B(y, y) = si riproduca nella sua aggiunta può 
rendersi soddisfatta in molti casi sostituendo alla equazione data (54) o 
J?(y, ^)=:X quella che se ne deduce moltiplicandola per una funzione con- 
veniente, e poi talvolta anche scegliendo opportunamente il 7; e con questo 
le condizioni (55) (08), come la matrice (31) e i determinanti X P non 
vengono evidentemente a cambiarsi, e solo vengono talvolta a cambiare il 
primo membro della (64) o le espressioni (65) per cambiamenti che si avranno 
nei coefficienti u^, dati dalle (63). 

E in generale poiché ci sarà sempre la possibilità di valersi della inde- 
terminazione di 7, e di fiire la indicata trasformazione della equazione data 
col moltiplicarla per una funzione conveniente, così evidentemente la indicata 
condizione per la E(y^ y) = 0, mentre non porta affatto restrizioni per le 
equazioni del second'ordine, ne porterà soltanto un numero più limitato di 
quello che a prima vista potrebbe apparire, nel caso delle equazioni di or- 
dine superiore. 

Altre trasformazioni poi del genere di quelle indicate al § 15 possono 
servire a togliere anche altre restrizioni. 

43. Passando ora a trattare di casi particolari, incominciamo da quello 
delle equazioni del second'ordine che (come già dicemmo potersi sempre fare 
colla trasformazione precedente) le intenderemo ridotte alla forma 



(«,g)'+«,y-X, 



che si riproduce nella sua aggiunta. 

Si osserverà che allora il primo membro della (€4) la espressione cor- 
rispondente (65) si riduce alla espressione semplice \aQ(SqS'p — ^p^g)]» che, 
per le condizioni ai limiti k^ y + Ar, y == per rr = a e //o y + /?i y' = per 
x=^b che ora si abbiano, quando sia ao-=0 a uno a tutti e due gli 
estremi, viene zero senz'altro ; e questo ora basta per potere subito conclu- 
dere che per le equazioni generali del second'ordine 

E(y, z) = u,y" +a.y' + [g z ^ l)y = X, (66) 

nelle quali a©, «i, 5^ e Z sono funzioni della sola x che soddisfano alle solite 
condizioni più volte indicate, si avrà sempre X=0 quando in qualche modo 
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sìa assicurata resistenza di un integrale normale della stessa equazinne, re- 
lativo alle contlizioiii ai limiti date 



ì.; y + /.-, y' = per x - 



K y -T ^iV ^^ per X - 



che sia una funzione intera di z, e rispetto ad x sìa regolare in tulio l'in- 
tervallo da a a i (« e i incl.) 6110 alle derivate seconde, e ciò quand'anche, 
in questo intervallo, a^ non sia eempie diverso da zero; e in particolare si 
avrà sempre X^='ò fra a e b quando fra cr e ò (gli estremi inclusi) a, sia 
sempre diverso da zero, e il determinnnte (56), cioè 

(t, IT, + k,ip\)a{Kte, -f /(, iP,)s— (AoH's + *'i trVfc (A. Wi + ''', «"Va, (67 1 

cui ora 8Ì riduce la matrice i3Ii corrispondente alle condizioni date ai limiti, 
non sia identicamente zero, e i suoi infinitesimi a distanza finita, quando vi 
siano, siano tutti del prim'ordiiie, e per cinscuno dì essi a- sia soddisfatta la 
condizione (55t che ora sì riduce all'iiltra 



He.\'y,/a:^0, 



(68) 



essendo al solito h^ : 



S2' 



, e essendo y quell'integrate della equazione 

omogenea corrispondente E{y^ (i.i=;0 relativa al valore s^ di r, che sod- 
disfa alla condizione data al limite /*; o, il ohe è lo stesso, essendo y l'inte- 
grale normale della stessa equazione omogenea Eiy, or)^0; e ciò quando 
non si abbiano per A' altro che le solite condizioni d'integrabilità indicate 
sopra, il che estende assai il teorema dì Kkeseb-Stekloff anche per le equa- 
zioni del second'ordine. 

In questo caso poi, dì «0 sempre diverso da zero fra n e i la e ft incl.1, 
il teorema continua a sussistere anche quando il determinante (67i sia iden- 
ticamente nullo, purché allora la condizione 1,681 si verifichi per ounlunque 
valore dì z. 

E avendo riguardo piii specialmente alla condizione 2." dell'enunciato 
del teorema del § 4'>, alla circostanza che nel caso della equazione del 
second'ordine la espressione (65) sì riduce a [a^iSpSg --SgSpì]Si si può anche 
dir» che se »s sarà zero in ambedue gli estremi a e b, basterà che in qualche 
modo sia assicurata la esistenza di un integrale della equazione completa data 
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che come funzione di x sia regolare da a a ò (gli estr. incl.) fino alle derivate 
seconde, e sia funzione intera di z^ per potere affermare che si avrà sempre 
X=::0, e ciò senza bisogno di avere condizioni ai limiti a e 6; e se ao sarà 
zero soltanto in un estremo, p. es. in a, la condizione al limite basterà averla 
per l'altro estremo ò, e l'integrale indicato dovrà esistere con questa condi- 
zione al limite. 

44. Quanto poi alle equazioni di ordine superiore al secondo, quando 
già siano date sotto quella forma che, almeno per un valore particolare y 
di Zj si riproduce nella equazione aggiunta, o quando si possano ridurre a 
una tale forma moltiplicandole per una funzione conveniente, come si disse 
al § 42, bisognerà sempre trovare i casi nei quali il primo membro della 
espressione (64) o la corrispondente (65) siano zero in conseguenza delle 
equazioni ai limiti a e b che saranno stato date per gli integrali normali, e 
dei valori pure per x = a e x = b dei primi n coefficienti «o, «i, «i,..») «ni 
della equazione data e delle loro derivate. 

Le quantità così da studiarsi sono sempre le differenze di due espressioni 
perfettamente simili, l'una relativa al punto 6, e l'altra relativa al pnnto a, 
e se circostanze speciali non daranno subito il valore di una di esse (*), o 
se, come ordinariamente avverrà, non si avranno legami speciali fra quello 
che accade per x = a e quello che accade per x==bj converrà studiarle se- 
paratamente, cercando i casi nei quali ciascuna di esse è zero di per sé; e 
le ricerche che faremo per l'una di esse, p. es. per quella relativa al punto J, 
serviranno naturalmente anche per l'altra mutando soltanto b in a, e mu- 
tando i coefficienti delle condizioni ai limiti; e queste considerazioni varranno 
anche se saremo nei casi nei quali Oo sia zero a uno o a tutti e due gli 
estremi a % b, pure mantenendosi senza singolarità i nostri integrali. 

Tali ricerche si fanno ognor più laboriose al crescere dell'ordine della 
equazione; però in sostanza non presentano serie difficoltà; e qui, per dare 
un cenno del metodo da seguirsi, tratteremo il caso delle equazioni del terzo 
e del quarto ordine. 



(*) Così ad es. se per qualche circostanza si sapesse che l'integrale normale (59) del 
quale si ammette l'esistenza è quello che si ottiene dalle solite nostre formolo generali 
del § 9 per valori indipendenti da z delle e,, Cj,,..., Cw , allora per quanto sì disse al 
§ 14, tutte le Sp per 2)>0 sarebbero zero per x = a insieme alle loro prime n — 1 de- 
rivate, e quindi le differenze da studiarsi (65) si ridurrebbero al solo termine relativo al 
punto b. 



Ditti: Studii sulle equazioni differenziali lineari. 



Incominciando da quelle del terz'ordine, oseerveremo per prima coss 
bisognerà limitarBÌ a quelle che sono gifl della forma 



o„y + 3 «'o y -I- fl. ?/ + (5' 2 + y ^ 



I 



j 



o che vi si possono ridurre moltiplicandole per un fattore conveniente i 
si disse al § 42; e bisognerà inoltre che esista un valore speciale y di , 

quale 8Ì abbia gy-\-l = —a.t — 7 ** oj '' che avverrà quando le fun 

«o) «1) ^ e / siano tali che il rapporto - — ^ — — -^ — - — sia costante; ■ 

per potere essere nel caso delle equazioni che bÌ riproducono nella loro 
giunta quando z^^y^ ma questo, come si vede, lascia ancora molta i 
trarietà nella equazione da considerarsi. 

Calcolato ora il primo membro della (64), e postolo sotto la sec 
forma (tJo), si vede che epso sarà In differenza dei valori per x^=h ^ x 
della espressione 

a^{Sps\ + Sg8 p) + -^a,{sps\ + Sgs'p) + («t — -^ a AspSq- 

e questa differenza dovrà essere zero in conseguenza delle coudizioni 
per l'integrale ai limiti a e h, e dei valori, pure per rr = « e x=^b, 
coeflìcienti a^ e a, della equazione e della derivata di a„. 

Le condizioni a ciascuno dei limiti a b h per gli integrali della 
potranno essere una o due, e complessivamente nou jiiti di trej e cosi, 
rendoci p. es. a quelle relative al limite Ì, dovremo considerare i casi 
quali per questo limite le condizioni sono una o due, o sempre ciascuna 
forma h„y -\- h,y + h,y" = per x=^b. 

Supposto dapprima che di queste se ne abbia una soIji, e che in es; 
non sia zero, potremo sempre scriverla per semplicità sotto l'altra fi 
ij =^h,y' -\- hjtj' (supponendo cioè ha = — 1), per modo che avi 
Sp^k,&p-\- h.s'p e Sq^^hiS q -\- hiS q sempre per x=^b, u con A, 
costanti che potranno anche e?8ere zero, 

In questo caso dunque la espressione (70) si ridurrà all'altra 

fa,'', -t- ^a\K + («!— „ à\\h,K\iSp8 q -^ s'q&'p) +i 



+ j 2 <r„ /(, + (a, - I fl- .)/(; j s'p s'q + j aji. -\- (a, 



/'I 
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e quindi, perchè sìa zero per x = b quando restano indeterminate le s'pj 
s'pj s q e s'qy bisognerà che si abbiano le equazioni 

^0 '*i + -j a\ K + f a, — -^ a" A h, A, = 0, 2 ao A, + f a, — — a" A h\ = 0, 

nelle quali deve intendersi che i valori dei coefficienti ao e a, e delle deri- 
vate di a© sono quelli che essi hanno per x = b. 

Ora la seconda di queste equazioni porta che non possano aversi altro 

che i due casi di //, = 0, o 7/2^= — / p \> il secondo dei quali esclude 




che per x = h sia a, — ~a'o = quando non sia anche ao = 0; e con 
questa esclusione si vede che le altre due equazioni portano di necessità che 
debba essere sempre ao = per a: = i, e /ri = 0, o h^ = — / \ \> e 




quindi sempre A, =0; mentre quando sia o, — a"o = per x = b^ si vede 

té 

che dovrà essere «0 = per x = 6, e A, = //, = se a ^ per a: := 6 non sarà 
zero, e potranno essere h^ e h^ qualsiansi se ag e a\ saranno ambedue zero 
per x:=^h\ quindi, quando non si ha che una condizione al limite h pei no-? 
stri integrali normali nella quale il coefficiente h^ di y debba essere diverso 
da zero, questa non può essere che una delle tre seguenti 

y = 0, (a, - y a \ y + a'o y' = 0, o y = h, y + A, y", 

nelle quali in a, . a\ e in a\ s'intende che x debba avere il valore i, e 

nel supposto che nei primi due casi a^ sia zero per a; = i, e nel secondo a\^ 

e «2 — -5-fl^'o ^on siano zero, e nel terzo siano zero «o, a\ e aj ^ « o 

sempre per x = bj restando allora hi e h^ qualsiansi; e ciò quando in qualche 
modo si sappia che Tessero c7o = per x =^b non porterà singolarità nell'in- 
tegrale normale da considerare. 

In modo simile si trattano i casi nei quali, essendovi ancora una sola 
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condizione A, y -\- hi y' -\- ht y' = al limite 6, le h^ e A, poBsono essere zer 

senza che lo sia h^ o le h^ e Ai possono essere zero senza che lo sia /*,. 

E 6c invece di una sola condizione al limite h. se ne avrnnno due 



/'« ,'/ + /', V' + /'. ,'/," = 0, /(„ // + //, y' ^- h, y = 0, 
e in queste per es. il determinante //„/[, — A, A „ non sarà zero, 
che a queste condizioni possano sostituirsi le altre y=^hi„y", y 
allora la (70) sì trasforma nell'altra 



(71) 
per modo 



j 2 (7„ /(,,„ + a'„ A,,, A,., + ( «. — ^ a -] h 



-a,h\ìs j 



la quale mostra che in questo caso fra i valori ài h e k e quelli dei coef- 
ficieuti a„ e a, e delle derivate di £»„ per x = b deve BUBsistere la relazione 



2 fl(, A,,, + a'a A,,„ A,., 4- 



-i""o]K, — aJ'l, 



(72) 



Una relazione simile si troverebbe quando nella matrice dei coefficienti 
delle due condizioni ai limiti (71) il determinante diverso da zero, invece del 
primo A(A', — A.A'o, dovesse essere uno degli altri due A,, A', — A,A',, 
A, A', — ^AjA',; e ora basta combinare questi risultati con quelli simili pel li- 
mite a, per avere tutti i casi possibili per l'npplicabilità del teorema alle 
equazioni del terz'ordine quando le Sp per ,t = o e x^h restano assoluta- 
mente indeterminate. 

Cosi ad es. quando si debbano avere due condizioni y := hij, y", y = A,_, y" 
per j = i, e una y = k,^, y' -\- kta y' per x :=a, si vede che dovremo avere la 

relazione 2 a^ h,„ -)- a\ A(„ A,,, + (ai — g- a 'eJAJo — o„ A:, =^ per x=^b^ e 

uno dei tre casi seguenti per x = a 
1." y — 0, ffo^O; 

2.''ia^^ — a".,]y + a\y' = 0, flo=^0, con «'<, e a, — ~ a \ diversi 



3." y =^lc,_^y' -j- ki_^y", aa = Oy a\=^0, «i — -^ a'o=0; 

e queste condizioni si invertiranno quando si debbano invece avere due con- 
dizioni ai limiti per a; = a e una per x=^b, 

45. Infine trattandosi delle equazioni del quart'ordine, osserveremo 
prima che per queste bisognerà limitarsi a quelle che sono già della forma 

a.y'" +2a\y"' + i,y" + (a\ — a\)y' ^igz^hy^X, (73l 
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che vi si possono ridurre moltiplicandole per un fattore conveniente, come 
si disse al § 42, il che del resto lascia ancora molta arbitrarietà nelle equa* 
zioni da considerarsi. 

Calcolando ora il primo membro della (64), e ponendolo sotto la prima 
forma (65) si trova che esso sarà la differenza dei valori per x=^b e x^=a 
della espressione 

Oo{SqS"p — SpS q) + a'oiSqS'p—SpS'q) + ) 

+ {ai à\) {Sq Sp — Sp Sq) Oq {Sq s"p — s'p s"q)] ) 

e noi dovremo trovare i casi nei quali questa espressione sarà zero per :r==a, 
e x = b in conseguenza delle condizioni date ai limiti a e b per gli inte- 
grali normali, e dei valori per a: = a, e x = b dei coefficienti della equazione 
e delle loro derivate. 

Le condizioni ai limiti a e ò nel caso attuale potranno essere una, due 
tre per ciascun limite, e complessivamente non più di quattro, e noi stu- 
dieremo ora i tre casi che possono aversi pel limite b pel quale le varie con- 
dizioni saranno sempre della forma 

Ao y + *i y' + *f y' + As y ' ~ o. 

Supposto dapprima che ve ne sia una sola, e che ad es. h^ sia diverso da zero, 
potremo per semplicità intenderla ridotta alla forma y =^ hi y' + //, ;/" + A, y'", 
con che allora avremo 5p=Ai5p + A«5p + As^p» Sq^^h^Sq + htS'q {-h^s'q 
sempre per a: = 6, e l'espressione precedente (74) ri ridurrà all'altra 

[a- hi — {ai—a'\) A, [ {Sq s'p—s'p «" g) + [Oo A, — a'o fh) {s"q 8 p— s'p s'q) + 

+ \aohi—{at — a'\)h^—ao\{8'q8"p—Sp8"q\ 

che darà luogo alle tre equazioni 

fl^o^i — («2 — «"o)As = 0, aoA, — a*oAj-=Ò, ttoAi — («8 — ^"0)^2 — (fo = Oj 

nelle quali si deve intendere che nei coefficienti ao e a» e nelle derivate di a© 
sia fatto x = b\ e ora studiando queste equazioni si vede subito che esse por- 
tano per prima cosa che debba essere ao^=0 per x=b] e sotto questa con- 
dizione, quando possa essere soddisfatta senza che ne vengono singolarità nel- 
rintegrale normale da considerarsi, i soli casi possibili per la condizione ai 
limiti y =z hi y -\- h^y" + hy' per ic = 6 vengono ad essere i tre seguenti 

^ — 7-— I A,, con ^3 = e hi qualunque, e a'o diverso da 
a Jb 

ssero per x = bj 
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2." hi qualunque e /(,^/i, = 0, eoa a„ = per x^^b, 
3." Al, Ky e Aj qualunque con Oo = e a, — a\=^(ì per x = b. 
In modo BÌmile si etudJerebbero Ì casi nei quali, eeseniJoTi ancora una 
solii condizione limite /'. y + A, y -[- A, y -f A, y= per :r =^i, si sapessi! 
solo die A,, o A,, o A, rispettivamente liaimo un valore diverso da zero. 

Nel caso poi che invece di una sola condizione ai limiti per x = b se 
ne abbiano due 

A.y + A,y-f A.y +A,y — 0, A.y + A ,y + A',y + A',f ^0, (75) 

e si sappia ad es. che il determinante A, h , — A, h', non 6 zero, per modo da 
potere scrivere per semplicità le due condizioni sotto la forma 

'J = '*t,ty' +fi,,,tj", y' —h,_,y" -\- A,.,y', 

allora la 1.74) si ridurrà all'altra 

["«(Ai.o + A,,,) — A„ + (a, — a ,)(/j,.„A,,, — A,,. A,,) J |s ,« "p — 8"j,«",), 

la quale, per potere essere zero per x^=h indipendentemente dai valori delle 
derivate seconde e terzo di Sp e s,, richiederà che fra i coefficienti A,,,, /i,„, 
Al.) e Aa, (Ielle condizioni ai limiti, e i valori dei coefficienti e, e a, e delle 
derivate di a^ per x^h sussista la relazione 

a, {h,„ + A,.,) — B A,., + (a, — a\) (A,,„ A,,, — A,,, A,,o) = ; 

e in modo Rimile si studierebbe il caso in cui si sapesse che del vnrìi deter- 
minanti cui dà luogo la matrice dei coefficienti delle condizioni (75) quello 
certamente diverso da zero non è il primo h^b', — Ai A „ ma uno degli altri 
cinque. 

Infine se le condizioni ai limiti saranno le tre 

li<,y-^!i,i/' + h,y" -\- h,ij =0, h\y-\'h\y' 
A"oy + A ',r/' + /('■,!/■' -|-A',i/' 
I A„ /(. 
supposto ad ea. clie il determinante h\ li, 

I h\ h", 



-h.y 
=0, 


+ 


;.' 


y"= 







j^76 


h. 














II, 


sìa 


(1 


verso 


< 


a 


zero 



A", I 



per modo che le condizìoiii stesse si possano ridurre alla forma y = h,i/ \ 
y' = h\y"\ ij^ ^h\y ,, si vede subilo che la (75) viene soddisfatta sen- 
z'nitro, e cosi in (jucsto caso non si hanno condizioni nt fra i ooefficieirfi 
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delle condizioni al limite i, nò fra i valori dei coefficienti della equazione e 
delle loro derivate per x = b. E Io stesso avverrebbe quando nella matrice 
dei coefficienti delle condizioni al limite (76) fosse un altro il determinante 
di terz'ordine diverso da zero. 

Condizioni simili si avrebbero per x = a, e così ad es. nel caso che si 
debbano avere per a: = a le due condizioni 

y = Ko y" + ^\o y"\ y' = Ki y' + h^ y'\ 

e per x^:=b \e due 

// = /'m y' + ^3,0 y"y y =^ /^,i y" + Ki y"\ 

basterà che fra i varii coefficienti di queste condizioni e i valori dei coeffi- 
cienti ao e at della equazione data e delle loro derivate sì abbiano le due 
relazioni 

Oo (A\o + ^3,i) — a'o ho + («2 — «"o) (*2.o /»\i — ^*,i A^s.o) = pcr X = a, 
e 

fl^o (/'2,o + /'3.1) — a'o h^^n + («f — a '0) (A,,o ^3,. — Jh,^ /'.^o") = per x = h. 

46. Ammesso dunque che essendo a^ sempre diverso da zero da a e i 
{a e b incl.) ci si possa assicurare che sono soddisfatte le condizioni dei 
§§ 34 35 del § 37 tanto rispetto agli infinitesimi dei determinanti X o P 
quando, essendo nei casi dei §§ 34 o 35, non sono identicamente nulli qua- 
lunque sia z^ quanto rispetto alle corrispondenti condizioni (55) o (58); o 
ammesso più generalmente, e allora anche pel caso che fra a e 6 (a e i incl.) 
Oq non sia sempre diverso da zero, che ci si possa in qualche modo assicurare 
che esiste un integrale normale della equazione data che è funzione intera 
di Zj e che nello stesso intervallo da a a 6 (gli estr. incl.) è regolare fino 
alle derivate terze o quarte, allora i risultati ottenuti nei due ultimi paragrafi 
mostrano intanto che almeno per le equazioni del terzo e quart'ordine vi sono 
sempre molti casi nei quali il teorema del § 40 è applicabile; e vengono 
determinati questi casi. 

La ricerca di casi simili per le equazioni di ordine anche più alto può 
farsi al modo stesso, ma i calcoli diventano sempre più laboriosi. 

È notevole però che nel caso delle equazioni di ordine pari ma qua- 
lunque n, per le quali il primo membro della (64) viene ad avere la prima 
delle forme (65), se il numero delle condizioni per uno dei limiti p. es. b 
sarà il numero massimo n — 1, per modo cioè da poterle trasformare in n — 1 
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allre che determinano i valori di n — 1 delle y, y\ y',... yt*-'* per x = h 
per 111 rimanente di esso y"', con formolo della forma y'*"' = ht,r y'", allora 
il termine della espressione stessa (65) corrispondente al limite b, in seguilo 
a ()i]este condizioni applìcnie alle Sp e j^^ verrà identicamente nullo, e quindi 
in questo caso pel limite ò non si avrà nessuna condizione né fra i coeffi- 
cienti delle equazioni ai limili ne fra i valori per x^=b dei primi n coeffi- 
cienti della equazione data e delle loro derivate, e rimarranno solo le con- 
dizioni per a:=a che saranno conseguenza dell'unica condizione al limite 
slftSBO a che »i avrà in questo caso, e che potranno trovarsi in modo ana- 
logo a quello tenuto pel caso delle equazioni di 3." e 4." ordine. 

E nel caso delle equazioni d'ordine dispari fi quando il numero delle 
condizioni al limito b sia ancora il numero massimo ii — 1 come nel caso 
precedente, per modo clie n — 1 dei valori delle y, y\ yf-- i/'"-" si espri- 
mano per la rimanente, e cosi pure nel caso delle equazioni di ordine pari ti 
quando il numero delle condizioni al limite b sia » — '2, per modo da potere 
esprimere ii —2 dei valori delle y, y , y ',... yi"'' perorai per quelli delle due 
rimanenti (/"* e y'*' per mezzo di equazioni della forma y''"' =^ ^r,ty^'^ -\- ''r,r >''') 
con hrt e /i^.r costanti, allora in seguito a queste condizioni applicato alle 
8p e Bq si troverà ohe onde la parte relativa al limite b nel primo membro 
della (64t nella eeprassiono (65) corrispondente, siano nulli bastetà che sia 
soddiftfalta uua sola condizione icho sì troverà facilmentei fra i coefficienti 
delle condizioni limiti per ■x^--h^ e i valori pure per x ^li dei primi n coef- 
cienti della equazione data u dello loro derivate, e si avranno poi soltiinto le 
condizioni che saranno conseguenza di quella o di quelle condizioni al limite 
«tesso a che dovranno esservi in questi casi, e che potranno ancora tiovarsi 
coi processi precedenti, supposto sempre si in questo caeo che nel precedente 
che, ove dovesse essere zero o, a uno o a tulte e due gli estremi a e b, gli 
integrali da considerarsi non cessino per questa circostanza di essere regolari 
fino alle derivate h*. 



Pila, atfoiU 100^, 



Teorìa delle trasformazioni 
deUe superficie appHcabiU sui paraboloidi 



(Di Luigi Biakchi, n Pisa.) 



PREFAZIONE. 



C, 



'olla presente Memoria riprendo e conduco a termine gli studi: Sulla 
deformazione dei 'paraboloidi^ da me pubblicati due anni or sono in questi 
medesimi Annali (Tomo IX della Serie 3.% 1903). Il risultato principale al- 
lora ottenuto consisteva in un metodo che permetteva di trovare con sole 
quadrature gli elementi intrinseci di quante si volevano superficie applicabili 
sui paraboloidi. Fino da allora aggiungevo però che tale risultato era da con- 
siderarsi solo come un primo passo nella teoria di queste classi di superficie 
applicabili, rimanendo ancora insoluta la questione del passaggio dalle equa- 
zioni intrinseche delle deformate dei paraboloidi alle loro forme effettive nello 
spazio, e principalmente poi quella di trovare Tinterpretazione geometrica del 
metodo di trasformazione, la quale avrebbe forse permesso di costruire per 
le deformate dei paraboloidi una teoria perfettamente analoga a quella delle 
trasformazioni delle superficie pseudosferiche. Col presente lavoro viene in ef- 
fetto raggiunto il perfezionamento della teoria nel senso ora indicato. 

Gli studi che passo ad esporre sono così strettamente collegati colle mie 
ultime ricerche sulle deformate delle quadriche rotonde (*), che converrà prima 
brevemente parlare del principale risultato conseguito in questa Memoria. 
Quivi sono stato condotto a riconoscere come elemento geometrico per le tra- 
sformazioni delle superficie applicabili sulle quadriche rotonde: certe par tico- 
lari congruenze rettilinee W {generalizzazione delle congruenze pseudosferiche) 



(*) Teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili sulle quadriche rotonde. Me- 
morie della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL), Tomo XIV, Serie 3.* (1905). 
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le cui due faide fornii sono applicabili Viina sull'altra e sopya mia medesima 
quadrica rotonda. Con quento miovo pleniento geometrico tu((« la feorin delle 
(ieforniatc dcllp quft'liielie rotonde viene nd assumere l'aspetto stesso, e rog- 
giunge il medesimo grado di sviluppo, come quella delle superficie a curva- 
tura costante, positiva o negativa. Ne risulta una divifiione delle quadriche 
(rotonde! in duo specie: le deformate delle qiiadn'che di prima specie si com- 
portano come le superfìcie a curvatura costante positiva (defoimate della sfera 
reale', quelle delle quadriche di seconda specie si comportono invece come 
le superfìcie a curvatura costante negativa (deformate dclln sfera immagi- 
naria). Nel coreo delle indicate ricerclie varii allri risultati complementari ini 
avevano già condotto a ritenere come probabile che le medesime circostanze 
geometriche dovessero presentarsi e serbare il loro significato fondamentale 
nello studio delle deformate delle quadriche generali. Nella presente Memoria 
intiinto si troverà la conferma completa di queste previsioni per le deformate 
dei paraboloidi generali, ellittico ed iperbolico; ed anzi si vedrà che in questo 
caso delle quadriche prive di centro tutto si compoita come nel caso più sem- 
plice delle superficie pseudosferiche, dopo di che non vi ha maggiore diffi- 
coltà per costruire quante si vogliano deformate dei parahciloidi che per le 
deformate della pseudosfein. 

Affatto analogamente come per la deformazione delle quadriche rotonde 
(m. CI, fonderemo qui tutta la nostra teorìa delle trasformazioni per le su- 
perfìcie applicabili sui paraboloidi sulta proposizione principale seguente, che 
diremo il : 

Teorema A). Ogni superficie S upplicabììe sopra il partdioìoìde {/eaeraìf, 
ellittico od iperliolico, appartiene come prima faida focale ad una doppia in- 
finità di congruenze rettilinee W (*), ìa mi seconda falda focale S, (> appìi- 
cal/ile sul medesimo paraboloide. 

Il passaggio dalla deformata S del paraboloide alla nuova S, , che in- 
sieme con S forma le due falde di una congruenza W, costituisce una delle 
oc' trasformazioni della superfìcie 5. 

Precisamente |)oi come per le trasformazioni di Backi.cnd delle superficie 
pseudosferiche, le operazioni analitiche da compiersi per trovare le <xi' tra- 
sformate S, di una data deformata iS' del paraboloide consistono in quadra- 
ture e nell'integrazione di un'equazione differenziate del 1." ordine del tipo 



(•) Riiioriliaiuo che 
i si corrispondono le 



1 nomo di t:o'iffi-ueii:i 
ee assintoticlie, o cii 



inilia;ino quelle sulle cui falde fo- 
è lo stesso, i sistemi coniugati. 
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di RiccATi. Nei coefficienti dì questa equazione di Riocati entra già una prima 
costante arbitraria ohe indicheremo con a, e la trasformazione stessa si indi- 
cherà col simbolo Ba\ questa J9« contiene inoltre una seconda costante arbi- 
traria (che non importa porre in evidenza) proveniente dalla integrazione. 

Una trasformazione B», a costante fissa a, fa nascere da una deformata S 
di un paraboloide una semplice infinità di tali deformate Si. Ad ogni punto 
Af di S corrisponde per ciascuna Si un punto 3/i, situato nel piano tangente 
in M alla S. Quale è il luogo di questi oo* punti M^ ? Troviamo che esso è 
sempre una conica a centro, variabile bensì col variare del punto M di con- 
tatto, ma la cui forma e giacitura nel piano tangente di S non cangiano 
quando la superficie S si deforma seco trascinando i suoi piani tangenti. Tale 
risultati) è da ravvicinarsi all'analogo per le trasformazioni di Backlund delle 
superficie pseudosferiche, ove il luogo corrispondente è un circolo (di raggio 
invariabile) col centro nel punto di contatto del piano tangente. 

L'analogia colle trasformazioni di Backlund delle superficie pseudosferiche 
si spinge poi ancora più in là, sussistendo anche qui il teorema di permuta- 
bilitày la seconda proposizione fondamentale della teoria, che diciamo il : 

Teorema B), Se da una superficie S applicabile sul paraboloide generale 
si ottengono due nuove superficie S, , S^ applicabili sul paraboloide stesso me- 
diante due trasformazioni /?«,, B9, a costanti a,, jj differenti, esiste una 
quarta superficie S' della medesima specie^ pienamente determinata e costrui- 
bile in termini finiti, che è legata alla sua volta alle medesime Si, S, da 
due trasformazioni B 9 ^ B a^ colle costanti jj? ^^i invertite. 

Da questo teorema si traggono ora le medesime conclusioni come nella 
teoria delle trasformazioni delle superficie pseudosferiche, fra le altre questa 
principale che : nell'applicazione successiva ed illimitata del metodo di tra- 
sformazione basta aver integrata la prima equazione di Riccati pel pas- 
saggio dalla S alle <x* superficie contigue, perchè il processo di trasforma- 
zione possa applicarsi indefinitamente alle nuove superficie ottenute^ con soli 
calcoli di derivazione. Un esempio effettivo in cui le circostanze qui da ul- 
timo accennate si presentano si ha nelle deformate di traslazione dei para- 
boloidi (cfr. § 29). 

Colle nostre due proposizioni fondamentali A) % £) la teoria delle su- 
perfìcie applicabili sui paraboloidi è portata, come si voleva, allo stesso punto 
della teoria delle superfìcie pseudosferiche. È ora necessario che aggiungiamo 
alcune osservazioni complementari allo scopo di precisare l'estensione delle 
c}assi di superficie a cui si riferiscono i nostri teoremi, in particolare il j;eQ* 
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rema A) (*i. Nell'enunoìato di questo teorema la (]enom inazione di stiperfieie 
applicahili è intesa nel suo senso generale analitico, dicendosi applicabili (o 
meglio secondo Voss isometriche ('•)) due superficie quando le due forme dif- 
ferenziali che ne ra| 'presentano ì (juadrati degli elementi lineari sono equiva- 
lenti, cioè trasformabili Tuna nell'altra per mezzo di formole di trasforma- 
zione reali od immaginarie. Ora però se, rcslando net campo reale, si con- 
frontano fra loro due superficie reali S, ^, che soddisfino alle dette condi- 
zioni di applicabilità, può darsi clie alla regione reale considerata di S cor- 
risponda una regione reale di S, , ovvero una regione immaginaria. Nel primo 
caso l'applicabilità si dirà dentro ai limiti o più brevemente propria; nel 
secondo caso diremo invece che la S è applicabile sulla S, fuori dei limiti, 
ovvero impropriamente {*"*). 

Venendo ora al caso nostro speciale dei paraboloidi le cui equazioni 
scriveremo sotto la formola normale 



- -^ ;=2^ (paraboloide ellittico, 



--^=^2^ (paraboloide iperbolico», 



ove p, q indicano i parametri (positivi) delle due parabole principali, noi in- 
trodurremo come coordinate curviline o, ó le due 



ed avremo cw\ per i loro rispettivi d s' : 

c^ s' — (a' -r pi ci «' + 2 « /3 d « rf (5 4- (5* + 9) (? yS* . . . («1 

(fa'=(*»-|-j)}rf«* — 2«,5rf«rffl -f C/S' -h 9) (i/3'... (hi 

Una superficie reale S definita dalle equazioni 

x~o-{^, jì\ y — !/(«, (3), 3 — «Ib, /3), 

{*) Of. le osserva/.ioni analoglie poi- le (]uaclrii;ho rotonde nella prefacioue alla Me- 
moria citata. 

(**) Questa seconda denominaiione sarebbe veramente preferibile; ina l'uso ornai 
invalso rontte dilfloìle l'abbandonare l'altra meno propria di applicabili. 

(•*•) L'opportuna distinzione dell'applicabilità dentro o fuori dei limiti (propria oJ 
impropria) fu introdotta la prima volta d» Peteii^ìos, particolarmente nella Memoria: Sur 
ia dèfonnation dea tuifactìa Uh secoiul ordre. TraJuit du russe par M E. Davai'i. -I" 
ttah-^ de la J-'acwlié de Touhuse, "i.*"* Sèrie, Tome VII. 
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che, in un campo reale per le variabili a, 0^ abbia l'elemento lineare (a) 
{b\ sarà applicabile propriamente sul paraboloide ellittico o sul paraboloide 
iperbolico rispettivamente. 

Ma se nella (a) cangiamo «, ,5 rispettivamente in .6^ — 1, a, abbiamo 
il nuovo 

ds^ = {a^ -i' q)da'—2al5dcidQ + (|S* — p) d è^\ (a.) 

equivalente nel senso generale analitico al primitivo (a). La (ai) è una forma 
definita positiva nel campo reale per a, jS limitato dalla disuguaglianza 

7;:*— 2? a* -2)7 >0, 

e possiamo quindi considerare una classe di superficie reali d'elemento li- 
neare (ai) che dovremo dire applicabili impropriamente sul paraboloide el- 
littico. 

Similmente se nel d s* del paraboloide iperbolico, dato dalla (i), can- 
giamo p. e. /3 in 13 \l — J, avremo il ds^ equivalente 

ds'=^ (a« + 2>) rf «« + 2 a ;: rf « rf /3 + (i3* ~q)d /3*, (/>.) 

e le superficie reali con questo elemento lineare dovranno dirsi applicabili 
-impropriamente sul paraboloide iperbolico. 

Ciò posto, precisiamo ulteriormente la proposizione fondamentale .4) per 
le deformate dei paraboloidi aggiungendovi il complemento seguente : 

Il teorema A) vale indistintamente per tutte le quattro classi (a) ^ (ft), 
(a,), {bi) di superficie applicabili propriamente od impropriamente sui para- 
boloidi ; ma nel caso del paraboloide iperbolico le due falde focali <S, S, delle 
relative congruenze W sono applicabili propriamente VuHa sulValtra^ cioè ap- 
partengono tutte due insieme alla classe (b) tutte due alla (fci), laddove 
nel caso del paraboloide ellittico V applicabilità dell' una falda sull'altra è 
sempre impropria, cioè Vuna appartiene alla classe (a), Valtra alla classe (ai). 

Nel caso adunque del paraboloide ellittico una sola trasformazione ^B» fa 
passare da una deformata propria (impropria) del paraboloide ad una impro- 
pria (propria), sicché occorre eseguire un numero pari di tali trasformazioni 
successive se si vuole che la superficie finale sia applicabile propriamente sulla 
iniziale *). 



(*) Circostanze analoghe sì prosentano per le (juadriclie rotonde (cf. ni. e), secondo 
c\\e si tratta deiriperboloìde rijato dell'ellissoide schiacciato. 



MS 
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R^iMrdo poi al paraboloide! ellittico è iieceeeario ancora di avvertire che 
il teorema A\ non è applicnliilc ni caso del paraboloide rotondo. Ver questa 
s|»ecìale ferma de) pnrnboloide spariscono le ix>' congruenze W del teoremi), 
o atftìu sì riducotio ad un'unica congruenza furmata dalle tangenti alio Ap.- 
foraate dei meridiani de) paraboloide, onde la seconda falda focale $, di- 
vcBti La complementare di S. È questo del resto l'unico caso in cui le no- 
^re eoogmeDie W sono normali. 

Per l'esposizione della teoria clic ci occupa ho trovato opportuno di far 
f neeèer e allo studio delle deformate degli effettivi paraboloidi reali quello 
4cSe saperficie reali applicabili Ropra un particolare paraboloide immaginario, 
— g*r** ai circolo assoluto, col ds* dato dalla forma 

rfs» = dc,' + 2*rf«d^ + 2;3<i/3* {*). (e) 

Esse derivano immediatamente, per quadrature, dalle superfìcie pseudo- 
sferiche secondo il nuovo metodo di Weiboarten per la ricerca delle super- 
ficie applicabili. Anche per le deformate reali di questo paraboloide imma- 
ginario valgono i teoremi ^) e B), e le formole relative alle corrispondenti 
congruenze If si deducono in questo caso con facilità dalle formolo della tra- 
efonnazìone di Backlund per le superficie pseudosferiche. I risultati così ot- 
tenuti per le superfìcie d'elemento lineare (e) ci indicheranno la via da se- 
guirei per arrivare alle formole, l)en più riposte, per le trasformazioni delle 
9nper6cie applicabili sui paraboloidi reali, formole clie, una volta ottenute, 
offrono del resto lo stesso grado di semplicità e consentono senzu grandi dif- 
fooltà le relative verifiche. 

Da ultimo si troverà considerata nel presente scritto una classe ulteriore 
di enperficie applicabili sopra quadriche a centro (immaginarie!, tangenti al- 
PaMoluto che già incontrai in altri miei studii come collegate alle superficie 
|Meadoefericbe (•*». Le dette superficie sono conivijaie in deformazione alle 
deformate della regione ideale del paraboloide iperbolico, cioè corrispondono 
individualmente a queste deformate i>er sistemi coniugali e per linee geode- 
liehe. 1a: proprietà geometriche che si presentano per le congruenze W re- 
Utìre alle due classi di superficie coniugate in deformazione (§§ 23, 24) sono 



(*) Questa forma <le] ds^ fu rìlevatu oiiciiu da PxrtiitsoN (m, u.) comi) appartenente 
M (laraboluitli ad un parainetra immaginario (Vedi § VI, formola fi'.)) m. e.). 

l") Vedi la min Memoria nel Tomo VI di questi .liiun;i (1901) ; Sulla defor 
dell'! coxf/ritcnic, ouc, od anclie i §g LfOr-308 delle Lesioni (Voi. Il, jiag. 236j, 
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interessanti per sé ed offrono molto probabilmente soltanto un primo esempio di 
proprietà analoghe che dovranno presentarsi per le quadriche generali a centro 
nelle ricerche successive. 



§ 1- 



Le superficie d'elemento linbare (c) : rf 5* = rf a* + 2 « rf a rf /3 + 2 i3 rf /3'. 

Se' scriviamo il d s* dato dalla (e) sotto la forma 

rfs«=rfa« -f (2«rf« + 2/3rf/3)rf/3, 

vediamo subito che ponendo 

^ + iy = ^, ^ -*'?/ = «* + /5«, ^=r«, 

il punto di coordinate x^ y, z descrive una superficie immaginaria con 
questo d 5*. 

Abbiamo così la quadrica di equazione 

(a? + «*y)' + «' = a:~ty, (1) 

che è appunto un paraboloide tangente al circolo immaginario all'infinito. Se- 
condo i risultati esposti nella mia Memoria nel Tomo IX di questi Annali (*), 
la determinazione delle superficie reali S d'elemento lineare (e) si ottiene nel 
modo seguente. Introduciamo i parametri w, v del sistema coniugato (t/, v) a 
cui corrisponde un sistema coniugato sul paraboloide immaginario (1), e sia 5 
una funzione di w, v che soddisfi all'equazione fondamentale delle superficie 
pseudosferiche : 

5— , — 7^; = sen5cos5. {A) 

cu* V* 

Indicando poi con cf^ ^^ l^ ^ quattro funzioni incognite di u, r, si con- 
sideri il sistema ilìimUaiamente integrabile dato dalle equazioni simul- 



(*) Nel seguito, dovendo sempre riferirci a questa Memoria, la citeremo con (M). 
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-- =: — A sen e, 5^ ^ X e 



il 



=- = 5- ft + « sen 6 + cos e, ^ = — ^ X, 
- ^ fi gen ^, 

r- = a- H, j^ ^ — ^ X — <x C09 ; + Ben P. 

fO 0» PP PI* 



(Bì 



Questo sistema lineare pOBBÌede l'integrale quadratico 

'.» + fi* +- *' — 2 (3 = cost., 

t! noi scegliamo i valori iniziali di a, (3, X, « per modo ciie In costante del 
secondo membro sì annulli, ohe si abbia cioè : 

>.' -f f' + *'-=2/3. iB»i 

Dopo ciò alle cinque funzioni 5, 2, S, /, f* di t/, r corrÌ8}jonderà una 
aupertieie d'elemento lineare (e), determinata intrinRecnmente dalle sue due 
forme quadratiche Fouilamentiili : 

EdW ^-'2F(ludv + Gdv% Aàn' + 2Adudv f-A d v' {*), 
dove i sei coefficienti hanno i valori seguenti: 

E = (sen' e — 2 R se» $ coiS -\- 2 8 C08' $] '/} 

J^ r^ [ — sen 5 eoe? + «(cos'fl — sen'S) + 2 /Ssen 5 cos'-] ■ /. u [ (2i 

G — (cos* ; -[- 2 a sen ff eoa e -|- 2 ;3 sen' $] (*• 

A = "^ — , A'^0, 'i = ii!— _. (2*1 

Ricorriamo ora al metodo di Wkikoauten ì**ì npplifato alle superficie i: 
i cui raggi principali di curvatura »■[, r, soddisfano all'equazione 









('■) Nel corso delhi [iresento Memoria indicheremo con 4, A', i" i cimsueti coeHl— 
denti I), ly, J>". 

(»*) A>:la Malhp,»oU<-«, Bd. :.'0. Cf. il § "AH .[^■ilu iiiÌl> Legioni: 
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dove^lp, q) è una funzione fissa di p, q^ avendo p^ q il significato loro at- 
tribuito da Weinqarten (*). Da queste superficie 1 si deducono con quadra- 

ture le superficie S d'elemento lineare 
mediante le formolo di Weingarten : 

q cp 

dy=yd.l^-+Yd.p' \ (5) 

^ ^ c q dp ^ ^ 

dz=zd.p + Zd.p, 

q Op 

dove Xj y, z indicano le coordinate di un punto mobile sopra i', X, F, Z i 
coseni di direzione della normale a 2, ed a:, y, z le coordinate del punto 
corrispondente sopra S. 

Ora, se poniamo ^ = -- (p« -}- g«)^ le superficie 2 integrali della equa- 

zione a derivate parziali (3) sono le superficie pseudosferiche: rir, = — 1, e 
le superficie S derivate hanno Telemento lineare 

rf s» = 2qdp^ + 2pdpdq + dq% 

forma che coincide precisamente colla (e), ove si ponga P'=^^ q = a. 



§ 2. 

PaRAOONE dei due metodi e BIONIFICATO geometrico DSL SISTEMA (B)« 

Andiamo ora a confrontare i due modi di determinazione delle super- 
ficie S applicabili sul paraboloide immaginario (1), il primo per mezzo delle 
loro equazioni intrinseche (2), (2*), il secondo per quadrature dalle (5) col 



(*) p distanza algebrica deirorigine dal piano tangente a !^, 2g quadrato della distanza 
delPorigine dal punto di contatto. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XII. 36 



a?8 
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metodo di Wewqartks. Per ciò cominciamo rial ricordare (Lezioni § 373) che 
alla soluzione ;;h, f) dell'equazione a derivate parziali (Ai corrisponde dhh 
determinata superficie pHeudoaferica 2, che riferita alle linee di curvatura «, v 
ha l'elemento lineare 

rf s' — eoa' $du' -{- sen' S d f* 
ed i raggi principali di curvatura 

ri^= — tg^, r, =:cotff; 
dimostreremo che applicando a questa 2 le formole (5i di Weinoabteb, si ot- 
tiene appunto la superfìcie S definita dalie equazioni intrinseche t2l, l2'). 

Per ciò, mantenendo per la 1 tutte le consuete imtozioni, ricordinmc che 
valgono le formole fondamentali del citato § 373 delle Lezioni: 



1^ = 008 6. A-,, 


Ti 


CU Ov ' Olt 


6 t 




8 9,. SX, SOy 4-™.» y 
|ì-' = -cos9.A-,. 

V 



Con queste formole è facile trovare il significato geometrico delle equa- 
zioni del sistema completo (B). Poniamo a tale scopo 

W, = x X, + J y, + 2 Z. 
W, = xX, + yY, + :.Z, 

W, = xX, + yY, + zZ,, 

sicché IT, , \V,y W, rappresentano le distanze aìgebriche doll'origine dalle tre 
facce del triedro principale col vertice nel punto (r, y, z] della superficie 
pseudosferica i. Se formiamo le derivate rapporto ad ii, v di IT,, W-,, W„ 
osservando le (6), otteniamo subito le formole seguenti : 

d'I ,„ dW, 






■ scn « • W, 
dIV, 



dm 

8i. " 



\y,, 



■ If, + oos«. If, -|-8en«. 



= Ben»- Wi 



^ — COSS'»»',. 
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Queste si identificano colle formole del sistema (B) relative alle funzioni 
À, (X, a, ponendo 

Se poniamo dì più 

p = j (^' + y' + ^•) = Y {W\ + Wì + wi), 

abbiamo 

^i- = cos e . TTm ^ = sen ^ . TT,, 

e queste corrispondono nel sistema (B) alle equazioni per /S fattovi /3 = p. In 
fine l'equazione in termini finiti (jB*j combina precisamente coU'identità 

e vediamo quindi che: Nel sistema differenziale (B), « nella equazione in 
termini finiti (JB*), le funzioni X, fx, — «, /3 rappresentano ordinatamente le 
distanze dell'origine dalle tre facce del triedro principale col vertice in un 
punto (x, y, z) della superficie pseudosferica 2, ed il semiquadrato della di- 
stanza delVorigine stessa dal vertice del triedro. Si osserverà anche che le oo* 
soluzioni del sistema (B), (B'^) per una data superficie pseudosferica 1 cor* 
rispondono semplicemente a spostare l'origine. 

Ciò premesso, dimostreremo che le formole (5) di Weimoartrh, le quali 
diventano nel caso nostro : 

dx^=xd ^ — X^da^ dy =y dfi — Y^da^ dz = zd B — Zsda 

danno appunto, per quadrature, la superficie S colle equazioni intrinse- 
che (2), (2*). Intanto abbiamo immediatamente di qui: 

dx* -\-dy* -\-dz^ = da' + 2 adad jì + 2 $d ^^ ^ 

il che dà per la prima forma quadratica fondamentale di S la verifica ri- 
chiesta. Per ottenere anche le altre, osserviamo che dalle precedenti e dalle (B) 
seguono le formole : 

w~ = ix cos 6 + X, sen ^) . )., ^ = (a; sen ^ — X^ cos 6) • ;x, (7) 



39jl Biuncki: Teoria delle trasformazioni 



caHe — lagfcf per y. t. E derivando nuoTamente sì ha : 

C^ = (« cos 5 — X, 8en -'I ^ —{x sen 6 — X, cos ff) — - À 4- Xi.'i 
tf •• cu ' du ' 

^-^s- =:|rco8 5 — X,6en ;» ^ — ijrseii 5 — A', cos^) x— ■ X 

«■9* ^ v ' d f 

^ = (»eos 5 -r X sen 5) g-^ -j* + (araen 5 — A', cos ff) |-; + X ■ h- 

Formando di qui i tre determinanti di 3.° ordine che definiscono i coef^ 
ioettli \, A , ^ 'iella seconda forma fondamentale di S {Lezioni , "Voi, I, 
pag. II4.I, «Te sì tenga conto dell'identità: \ E G — /' :^ ^ 2^3 ^ a- . >. |li, che_ 
Mgne dalle (2i, facilmente ei veiifica clie Bussistono le forniole i2'|, e. d. i 



§ 3. 

Li TBMrORMjlZIOSE PI BaCKLLKD PER LE BCPERFICIE d'eLEMENTO LISEARE \c).] 

Alia euperficic pueudosfericn 2 applichiamo ora nna trasformazione j 
(li BiCKLUKD die la cangi in una nuova superficie pseudosferica ^, d'elemel 
lineare 

d s] -- cos' S, d u- + sen' S, d d', 

eawndo 5, legata » / dalle relazioni {Lemoni, § 373) : 

39| , 8 ft ^ C08 'i se » Qt + sen e sen 6 nos Oi 
da d e cos 3 t 

d^^^ . 9 __ seg cos Oi 4- sen g cos ^ sen 9i i 

Indicando con x,, jy., «,; A'',", A'',", A'*" gli elementi relativi alla i 
abbiamo le formole < Lesioni, I. ci: 

X,=x -•- 008 3 (cos fi, . A', -\- sen -S . A',) 
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X{^> = A X, + B X2 — (i08o Bene . X, 

X[}^ = CXi+DXt — QOBacoBe.Xs j (10) 

X^^^ = C08 (7 sen 5, . Xi — cos a eoa ^i . Xt — sen a . Xa, ecc., / 

dove i coefficienti A^ B^ Cj D rappresentano le espressioni seguenti formate 
con 0, 0^: 

^ = cos 6 cos Oi — sen a sen 6 sen 9, , \ 

B = cos 9 sen ^^ f sen a sen cos Oi , / 

(11) 
C = sen 9 cos 9^ -f sen <y cos & sen 9, , i 

D = sen 9 sen 9, — sen cj cos 9 cos 9, . 

Ora indichiamo con ò\ la superficie d'elemento lineare (e) dedotta dalla 2^ 
come prima la S dalla 2, cioè colle quadrature : 

dx^=zx,dp,-\- Xi^^ d Wi'\ ecc., (12) 

dove abbiamo posto 

p, = 1 2 xì , W\'^ = Zx, X['\ TK^n = 2 ^, Xi»^ ]F(» = lx, Xi'K 

Dalle formolo (9\ (10) noi deduciamo in primo luogo che le funzioni 

TF1»>, W[^\ irn», p, 

si esprimono linearmente per 

I^i, ""., in, /> 
colle formole : 

W,^^ = AW, + JBW; — coS(7 8en9.IF3 + cosacosO 
W[^' = CVF, + /) JFg + cos a cos . W, + cos a sen 9 

l 
|0, :=: cos (7 cos 9, . ITi -f cos 7 seu 5, . >Fi -(- p -f -- cos' 7. 

Di qui, rammentando le formole del § 2 
deduciamo intanto il risultato seguente che importa fissare : 



S« le fmHtiom >^ ><, », $ ài «, e aoddisfano il nifcsM differenziale i B\ 
e Veqwtzioue iti termini finiti (B*i, si otterrà una quaderna corrispondente 



cJie ioiditfu atte mféesime equazioni iBi, iB,), sosUtuitari al posto di tm 
sua trafformata S, di Bacrluxd, mediante le formoìe di tottitnzìone lineare» 

>, =: j1 >. -f £ u + eoB « seii 9 . a -f eos a O08 6 , 

(t, = CÌl + 2?j* — €4»» coe*.« -j- cosa Ben * i 

\ 

(fere i ctteffiaatti A, B, C, /> Aanno t7 significato loro attribuito nelle (Ila 



§ 4. 



UOHOSUEUr-K » WB fiLl>E POCiLl APPLIC4B1U SUL PARABOLOIDE IMH lOlXlBlO. 

Preuiiiauio ora a considerare Ih ttuperticie S, definita con quadrature da] 
forinole corriepondcDti alle (7): 



Mentre le superficie inteudosforielio 1, ^, hanno nello spazio una posE 
zìone relativa [lerfettaniente determinata, come le due falde focali dì una" 
congruenza paoudonfiTÌca, invece le duo Kuperficie S, 8,, applicabili su! jia- 
raboloide immaginario, sono definite ciaBctina dalle rispettive ceduazioni (7l, (7*J 
solo a meno di una traslazione, Cerciiiamo ee è poseibile collocare S, S, 
tale posizione relativa nello spazio elio le congiungentt i loro punti con 
spondenti generino, alla loro volta, una congruenza colle falde focali 5, Sfa 
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Se questo è possibile, dovremo avere le forraole 

— — , j d X . d X 
Xi = x + l ^ — h^Q- 

u V 

yi = y + l K^ + ^n:^ 

^ ^ cu V 

— — , , 2 ^ , d z 

Zt = z + l ^ h^Q-' 

OH V 

(love /, m siano convenienti funzioni di w, v. Servendoci delle formolo sopra 
sviluppate, facilmente si trova che /, m debbono avere i valori seguenti : 

l =• cos a ' -1 - y m = eos j • -^ — > 

e le formole domandate si scriveranno quindi : 

ari = ;r + cos<7 — ^ h - ò- p ecc. , (13) 

\a e u u. v; ' ^ ' 

ovvero anche, per le (7) : 

ri=ar + cos(7 (rccosO + Xs senO). /, + cos7(a:8enO — XsCO8 0).(X4, ecc. (13*) 

Ed ora si vede che con questi valori di re,, yi, Zi le (7*) sono in ef- 
fetto soddisfatte ; di più si ha identicamente : 



{x cos + X, sen S) . l^ + (re sen — X% cos 6) . fxj = 
fa:* cos 0, + Xi'^ sen 0.) . X + (rr, sen 0, — X'^^ cos 0,) . u. (»), ecc. 

A /li niii oViP 1a n R^ nnflfinnn nnp.VìA RO.rivprBi Rntfn la fnrnrìfl 



X 



— / X 3 aji , M. rci\ 

= rr, — C0S7 - + > ^- L ecc., 



e quindi, collocate le due superficie S^ Si nella posizione relativa fissata 



(*) Nel modo più semplice si verificano questa e le due analoghe per y, z^ molti- 
plicando lina prima volta ordinatamente per Xj, Kj, Zj e sommando, indi operando nello 
stesso modo con X^^ Y^^ Z^ ed una terza volta con A'g, Fj, J^g, ciò che dà tutte tre le 
volte un'identità. 
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delle (13), la congiungente due punti corrispondenti 

JH^(t, y, s\ M^{x,, y,, ?,) 

di S, S, tocca in M la superficie S ed in Afj la S, come si voleva. Indire 
la congruenza generata da queste congiungenti fe una congruenza R', perchè 
le due seconde forme quadraticlie fondamentali di S, S, sono proporzionali 
fra loro ed alla differenza du^^dvK 

Supponiamo ora data la prima superfìcie S e saranno con ciò fìssale le 
funzioni '*, a, j3, /, ^i di u, v. Poiché nella trasformata 'i, delia Q per una 
trasformazione di Backlund lì, entra, oltre a, una seconda costante arbitraria, 
esisteranno oo' superficie trasformate Si, ciascuna delle quali formerà con S 
le due falde focali di una congruenza If. Così per le superfìcie applicabili 
Kul paraboloide imniiigiiiario d) è dimostrato il teorema >1) della prefazione. 
In pimi! modo, dal teorema di permutabilità per le trasformazioni di Bàcklukd, 
si trarrebbe il teorema B) di permutabilità per le attuali trasformazioni. 



§5- 



Le deforuate del paraboloide ellittico. 

per procedere ora alle ricerche analoghe per i paraboloidi reali occorre 
in primo luogo che riprendiamo dalla Memoria al Tomo IX le formole che 
servono a definire intrinsecamente le singole deformate dei paraboloidi. Co- 
minciamo dal paraboloide ellittico e supponendo p<iq (coll'escludere per ora 
il casop=^g del paraboloide rotondo) sostituiamovi un paraboloide simile per 
modo che sia soddisfatta la condizione 

'-'--=1. 



Distinguendo allora i due casi delle deformate proprie od improjirie, ab- 
biamo i risultati Heguenti : 

1." caso. Deformate proprie: 



d fl« = («> + p) <i «■ + 2 « /3 ,/ « rf i3 + (,3' + g ) d ,2». 



m 
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Essendo o) (u, t;) una soluzione del^equazione a derivate parziali : 

,. . + o—i = 8©!^ w COS w, (i ) 

si consideri il sistema completo per le quattro funzioni incognite a, /3, X, fx 
di K, t; dato dalle equazioni differenziali : 

TT- =:^ — X sen « , o-^ == ^^ cos w , ' 



a M * a M 

ax aw, a ^ d [j- aw^ 

^— = — Q- fjt + sen w • cos oj • , ^ = — - - / , 

óu v^ p q II ov ^ 

OL a? axact) 

w - = :-^ cos w , = a sen co , ^— = - fx 



{II) 



coirintegrale quadratico 



a //./:• w a ^ 

óv óv p q 



X«--^ - +cost, (15) 



dove 



pq 



H:=pfi' + qoL' + pq. (15*) 



Scelta una quaderna (a, j8, /, (x) di soluzioni delle (77) per modo che 
si annulli la costante del secondo membro della (15), cioè si abbia: 

pq p 9 

ne resta definita intrinsecamente una deformata propria S del paraboloide el- 
littico mediante le sue due forme quadratiche fondamentali 

Edu' -\-2Fdudv + Gdv\ àdu' + 2 A' dud v + A dv% 

i sei coefficienti avendo i valori seguenti : 

E = [(a* + p) sen* 0) — 2 a i3 sen co cos w + (/3* + q) cos* w] . X* ^^ 

F=\ — (a* + p) sen 0) cos w + a iS (cos* w — sen* w) + / 

"• • ^ , (16) 

G =: [(«* + p) COS* «a + 2 a i3 sen 0) cos w 4- (iS' + 9) sen* w] . /x* 7 
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A^i^i», A =0. & =\ = ±^l(L(*). |17) 

2.* ea$o. Ikformatt imfrofrit: 

Dalle forinole al § 7 tMi, mo r>, seambmodori iper effetto delle nuove 
notazioni) p eoo q, dedocùmo che ogni tielbnnftla impropria S, risulta de- 
finitfi intrinsecamente da ctnqQe fìiDXiODi $, a,, ^,, i,, p, di u. v assogget- 
tate Hlle condiiioni segoenli. La 5 è ona soluzione della equazione n deri- 
vate parziali : 

|^ + j^=K»b5cMh«. (/7/)J 

e le c(t, f3|, Xi, fi, danno ima quaderna dì colazioni del siMema illimitata* 
mente integrabile : 

8h 8» } 5 dH de .Tir,! 

i f cu 9 1> 

(iiiftndo ciuiio «i-elti i loro valori ioisiali in guisa che nell'integrale quadratico 

»; + !-■ = —- Mst., 



ove H, =^ q fil — f m\ ~ y q t »i annoili la Tostante, cioè si abbia : 

Allora la corrìspoiuìonto deformata 5, della regione ideale del parabo- 



(■) C»l ik>F>pM •eg'in in iju^sU' fk»rmoI« si lasci-» lìHera U scella fra la su|)erfici 
I Ma »f«'>-vU ìnTtmunenU oon^ru*nl« alU & 
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Ioide ellittico viene definita dalle equazioni intrinseche: 

E, = [{a] + q) cosh» 9 — 2 or, /3i senh 9 cosh 9 + (/5J — p) senh» 6] . XJ \ 

Fi = [(ai + q) senfi 6 cosh O — a^^, (cosh* fl + senh» ^) + ^ 

+ (/3} — p) senh fi cosh 6].\^yL, ( 

G, = [(a| + 5) senh» fi — 2 «1 ^4 senh 6 cosh fi + (i3J — p) cosh» tf] jùiJ ; 






(19) 



§ 6. 



Le deformate proprie del paraboloide IPERSOLIOO. 

Le deformate proprie S del paraboloide iperbolico col ds* dato dalla 
forinola 

d 5» = (a* 4- p) d «« — 2 « /3 d a d p + (^» + g) d /3«, (20) 

dove supporremo scelte le dimensioni del paraboloide per modo che si abbia: 

- + - = 1, (20») 

p q ^ ' 

debbono distinguersi in due specie secondo che il sistema coniugato comune 
(k, v) alla deformata S ed al paraboloide è costituito da due sistemi di linee 
reali e distinte ovvero coniugate immaginarie; le prime diciamo deformate di 
1.* specie, le altre di 2.^ specie. Propriamente dovremmo aggiungere una 
classe di deformate di 3."^ specie, quelle delle rigate nelle quali i due sistemi 
di linee del sistema coniugato comune coincidono nelle generatrici della ri- 
gata; ma noi qui trascureremo queste rigate applicabili sul paraboloide che 
già si conoscono tutte in termini finiti, sicché il loro studio offrirebbe per il 
problema d'integrazione un interesse ben secondario. 

1.^ caso. Deformate di 1.^ specie. Una tale deformata S è definita in- 
trinsecamente (cf. (M) § 7 b)) da cinque fonzioni fi, «^ /9, X^ ia ài u^ p dell^ 
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^ 


^^^H la 


prima è una sol 


uzione dell'equazione 

, - — -, ~ ^^ senh S cosh 5 




(F) 


^^^1 e le 


re (luattro danno 


una quaderna di soluzioni 


del sistema 


completo : 


^^H 

^^H 


= U08b8, j? = 


. senh B, 






1 


^^H 

^^M 


fr di 


u — coeh 6 - — senh fi — 


l;. di. 
di— fé 






^M 




|i^=?h4-Benh.-^- 


+ cosh « -^ . 




^^^^H quando 


di più i vnlori Ì 


liziali dì «, j3, >,, ," siano 


scelti in gu 


isa che nel- 


^^^^H 


ale quadratico 








^H 




u' — À' ^ ^- + COSt., 




^^^^H ove 




H=p^' t9«* +P9, 




(21) 


^^^^1 


lulla la costante, 


cioè si abbia 

1' ì 




. {VI-) 


^^^^1 Àbtfìamo allora una 


corrispondente deformata 


propria S de 


paraboloide 


^^^^B 


co coliti equBzion 


intrinseclie ; 






^^B 


[(«' + p) cosh* : - 


- 2 a ;3 senh e cosh ^ +{S- + q) senh' fl] . 


'■' \ 


^^H 


[(«* + p 1 senh S cosh S ^aS (cosh' fi + senh' 


») + 




^^1 




+ («■ + J) 


enh 5 cosh 5] 


^^1 


[(«' -f pi senh' e 


- 2 « fi senh « cosh 5 + (j3" + 9) cosh' 6] . 


^' y 


H 


A=±^ 


>,a, A =0, A' = — A 




(23) 


^^p 


2." raso. Deformate dì 2." specie. La Hetcr 


ninazione di 


una tate de- 


^ format 


i 5, riferita ai parametri h, r tielle sue linee aspintotlche 


dipende da 
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cinque funzioni 0, a, /3, À, fx, di cui la prima è una soluzione della equa- 
zione 



^^+Ì-cosh2ff = 

U V 2 

e le altre quattro soddisfano al sistema completo : 

^^ = 1 cosh 4- u. senh 6. 7r- = l senh 6 — a cosh 6, 

cu ^ ^ e V ^ ' 

-J: = X senh 5 + a cosh 6. ^- = X cosh 6 — u senh ff, 



(F/j) 



o— = o— ^ — cosh senh 6 — 



9 



dO 



5- = — 5- u — senh S — 



a 



cosh 9 



P 



(F//J) 



;5^ = ^— X + senh 5 — + cosh ^ > 



>,— = — :r- >• — cosh 6 — 

V V p 



senh 6 — > 
9 



essendo di più i loro valori (iniziali) vincolati dalla relazione 



L» - X^ 



a» 

P 



^- = 1. 



{Vili*) 



La deformata 5 è allora definita intrinsecamente dal suo d s* dato dalla 
(20) ed espresso per w, t; e dalla condizione che le linee w, v siano le as- 
sintotiche della superficie. 



§ 7- 



Le deformate improprie del paraboloide iperbolico. 



Di queste deformate coirelemento lineare 

ds' = {a* -i-p)da' + 2a|3dad(3A{^' — q)d^' 



{bi) 



jìou è trattato esplicitamente nella Memoria del Tomo IX. Però vediamo su- 
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bilo che qoesU) caso rientra nel secondo de) § 4 (Mi, aveudoBi qui 



'Pq<% 







n = p^*^qoi^-~pq, Au= -q, ^« — p , -4,, ^ 0. (24) 

Applicando ]e formole del citAto § 4 (H), vodìamo che queste deformate 
sono di una sola specie, e cinscuna di esse dipende da cinque funzioni 

e, «, i5, i, li. 

delle Tariabili u, v, la prima delle quali è una soluzione della equazione per 
le ordinarie superficie paeudosferìche : 



a— — a-- = senOco3 9, 
mentre «, /3, À, (a soddisfino al sistema differenziale completo: 



(IX i 



S_x_ao 



- sen 'i - 



- cos 9 ' 



-n^ i 



IX) 



- i — cos 6 h sen - 



coll'integrale quadratico 



Al solito sono da scegliersi ì ralori iniziali di a, 3. '■,.'■ per modo clie 
la costante del secondo membro nella formola superiore si annulli, e risulti 
quindi 
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allora la corrispondente deformata S è definita dalle equazioni intrìnseche : 

E= [(a« + p) sen» — 2 a /3 sen cos + (/3« — q) cos^ 6] . X* 

F==[— (a« + p) sen 9 cos e + a /3 (cos* 6 — sen« 6) + 

) (25) 
+ (h* — ?) scn 6 cos 6] . >. (X 

(? = [(a* + p) cos' e + 2 « /3 sen e cos + (|S* — g) sen* 0] . u« 

Appoggiandosi ora sulle formolo sviluppate dal ^ 5 in poi per le equa- 
zioni intrinseche delle deformate delle varie specie dei paraboloidi, noi an- 
dremo a cercare di esfendere nei singoli casi i risultati ottenuti ai §§ 3, 4 
per le deformate del paraboloide immaginario. Ci occuperemo prima delle 
formole, analoghe a quelle del ^ 3, che ci definiranno intrinsecamente le tra- 
sformazioni richieste, indi ne daremo l'interpretazione geometrica del tutto 
analoga a quella sviluppata al § 4, e perverremo così al nostro scopo finale 
^di dimostrare i teoremi A) e B) della prefazione. 



§ 8. 



Le trasformazioni intriksrohe per le deformate del paraboloide ellittico. 

Confrontando le deformate proprie del paraboloide ellittico colle impro- 
prie, abbiamo ricordato al § 5 che le prime dipendono dalla equazione a de- 
rivate parziali {/) 

le altre dalla (777) 

m + m = senh 6 cosh 0. (777) 

Ora noi sappiamo ((M) § 9) che si passa dalla soluzione u della (7) alle 
soluzioni della (777), e viceversa, nel modo seguente. Indicando con a una 
costante arbitraria, si consideri il sistema delle due equazioni simultanee del 



liik*«#M 



.— *> 
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le formole richieste sono allora le seguenti : 

k ai--=r — sen (j . Q — cosh 5 . X + senh 6 . ii , 

k fii= — cos <7 . a — senh 5 . X + cosh 6 . ij- 

A: Xi = — sen w . - + cos co . -il — D X + B a ì (30j 

P q ^ 

i^i = cosw • h sen w • - + ^ ^ — Cu. 

P 9 

Si verifica infatti facilmente che ove a, /3, X, fi soddisfino al sistema {II) 
§ 5 e &), 5 siano legate fra loro dalle (27), le «i, /3,, Xi, f/i date dalle (30) 
soddisfano alla loro volta il sistema {IV) § 5. Ma inoltre se dalle (30) for- 
miamo l'espressione 

9 P 
troviamo che si ha identicamente 

--- + XJ + ^f = — + -^- +X«-fx«, (31) 

q p ^ ^ P 9 

e per ciò, soddisfacendo a, /3, X, fi la (//*), le «4, /3,, X,, pi, calcolate dalle 
(30), vengono a soddisfare alla loro volta la (IV*). 

Osserviamo ancora che le (30) possono risolversi rispetto ad a, /3, X, (x 
e danno le equivalenti : 

k a = cos a . /3| — sen w . Xi + COS a> . f^i 
k j3 = — sen a . «, + cos w . X^ -|" sen a> . f/| 

jfcX= — coshS.— + senhtf. ^ — DX, + ^u. ) (30*) 

9 P 

ku =~senh5.— + cosh ^ . ^ — J5X» + Ca^, 

colle quali passiamo inversamente da una quaderna (^^i, /3i, X,, p.,) soluzione 
delle (/F), (IF*) ad una quaderna (a, /3, X, (ji) soluzione delle {II) {II*). 
Dopo ciò è chiaro come, data una deformata propria S del paraboloide 
ellittico, e fissate quindi le funzioni w, a, /3, X, p. di m, t? (cf. più avanti § 17), 
l'integrazione delle (27) ci farà conoscere la funzione 5, contenente due co- 
stanti arbitrarie, dopo di che dalle (30) avremo, in termini finiti, le funzioni 
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, A> *•» ?•• ** quali insieme con S definiranno intrinsecamente una doppi» 
i dì deibnnate improprie S, del piiraboloide stesso. Cosi da imn defor- 
i pvprìa S ortenramo tv' deformale improprie; e similmente da una de- 
npropria S, avremo (x* deformate proprie S. L'esistenza delle no- 
tff* trarformazioni per le deformate del paraboloide ellìttico è coi-l, dal punto 
ék rata delle equazioni intrinseclie, perfettamente stabilita. Kotianio poi die, 
per definire intn'nsecamenle le oo' trasformnfe di una assegnata deformala 
proprie 5, non abbiamo altro che da eseguire l'integrazione delle '27) rap- 
porto a 5, essendo data u. Ore e>ì prenda per incognita tgh--d, le (27) as- 

«umono la forma di un'equazione ni differenziali tolali del tipo di Riccati. 
Affatto analogamente si dica ove sìa data invece una deformata imjtropria e 
K ne cerchino le oc* trasformate proprie. 



Le trasformazioni ISTRISBECHE per I,E deformate di 1." SPECIE 
DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO. 

Le deformate di 1.'' specie del paraboloide iperbolico dipendono dalla 
equazione a derivate parziali {V) § 6: 

{V) 

e dalia integrnzione del sistema {VI), \VI*) ibid. per le funzioni a, [i, >., fi. 
Indichiamo con a una costante arbitraria e consideriamo il sistema di 
equazioni simultanee: 

^ 4- ^— = — (cosli -7 senli S cash C, + senli u cosh 5 senli SA J 
cu cv t 

--- + ,- ^ (cosh o cosli S senh C, -\- sonh o senh $ corH S,). 1 
dv (tu ^ 

Supposto elle 6 sia una soluzione della (K), queste sono compatibili in 6,, 
e il loro integrale generale, che contiene una costante arbitraria oltre a, è 
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alla sua volta una soluzione della (V) stessa. Diremo anche qui che 6i de- 
riva da e con una trasformazione B^ . 

Ed ora ci proponiamo la questione analoga a quella risoluta colle for- 
mole (30) al paragrafo precedente, domandando se è possibile passare, con 
formole di sostituzione lineare, da una quaderna (a, /3, X, p) che soddisfi 
le (F7), {VI*) § 6 ad una quaderna corrispondente («i, /Sj, )i, (Xj) che sod- 
disfi il sistema stesso ove la 6 sia sostituita da una sua trasformata 6i se- 
condo le (32). Rispondiamo affermativamente a tale domanda col dare le for- 
mole effettive per tale passaggio. Poniamo per ciò : 



A = cosh a senh senh 0, + senh a cosh 6 cosh O^ 
B = cosh a senh cosh Oi + senh a cosh senh Oj / 
C := cosh <j cosh senh 0, + senh a senh cosh 0, 
D = cosh a cosh cosh 0^ -|- senh a senh senh 0, , 



\ 



(33) 



e introduciamo la costante k data da 



fe^rry8enh*a + -^=ycosh*a— 1; (34) 

le formole domandate si scrivono : 

k ai = coflh 6, . X + senh 0^ . a — senh <j .a, \ 

yfc /3i = senh 0, . X + cosh 0| . « + cosh a . /3 i 

A;X, = — yl). — 5a — C08h9.-— senhO. A > (35) 

P ? l 

Auj = ex + 7) u + senh e . * + cosh e . 1 . 

Si verifica infatti derivando che, ove «, i3, X, (/• soddisfino le (VI), le </,, 
iS,, X,, fi, così definite soddisfano il sistema analogo, postovi 6, per 0. Di più 
segue dalle (35) l'identità : 

7 + 7 + '''-'^' = 7 + 7 + ^*-'^*' (^«) 

onde quando l'equazione in termini finiti {VI*) sia soddisfatta da a, )3, X, fi, 
lo sarà pure da «i, /3,, Xi, pi . 
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Insieme alle (35), conriene tener presenti anche le forinole ioTerse : 
ka = — ^cosh fi .*', — senb fl. y, — Benha . s, 
i^ ^= ^senh '> . ', — «wb 6;^, -f cosh«.^, 1 

*/ = — .4/. — Ca. + co8h^-^ +Benh9.A \ (35') 



-Ca, + co8h^- - + senhtì, -^ 
P ? 



B i, + i) ft, — Benh S, 



-cosh*. 



P. 



Con qaeste fonnole Tediamo che da o^ni deformata S di I.* specie del 
paraboloide iperbolico, eorrispondeule alle cinque funzioni 'i, ■j:^ £, /., u, si ot- 
tiene, dopo l'inlegrazìone del sistema 1.82', una doppia inBnità di nuore de- 
formate S. della stessa specie, definite intrinsecAmente mediante le cinque 
funzioni ''',, «,, fi,, >,, u,. Come nel caso del paraboloide ellittico, diremo le 
S, le superficie trasformate della iS. 



Caso delle DBrORMATE DI 2.* SPECIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO. 



Per le deformate di 2." specie del paraboloide iperbolico l'equazione a 
derivate parziali è la iVII) § 6: 



i.^+ vCO8b2'J=^0. 
cu a V 2 



I vili 



Come per le precedenti equazioni abbiamo anclie qui per le soluzioni 
della {VIJ) le trasformazioni B, corrispondenti al seguente sìfitema di equa- 
zioni Eimultanee 

g(^i — 6) ^ 



d (e. + &) 



- tg — cosh (0, + 0) 
= — cot y 6enb(0, — '>), 



(37) 



dove 1 è una costante arbitraria. 
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Se 6, O4 sono due tali soluzioni della {VII)j da una quaderna (a, /2, 
\ li) che soddisfi il sistema {VIII)^ (Vili*) § 6 si passa ad una quaderna 
corrispondente (a^ /3i, X,, fx,) che soddisfa il sistema analogo, sostituita 6, a ^^, 
colle forraole che andiamo a scrivere. Poniamo 



A = senh 9 senh 0, — cos o cosh 9 cosh 6^ 
B = — senh 9 cosh 0, -f cos a cosh senh 0, 
G = cosh 6 senh 0^ — cos a senh cosh 6, 
D = — cosh cosh 0^ -[- cos ^ senh senh 0, , 

e introduciamo la costante k data da 



(38) 



A — y cos' a + - :^y 1 ; 



(38*) 



9 ^ P 

le formolo richieste sono allora le seguenti : 

kai = sen a senh 64 . X — sen a cosh 0, . ja — a 

k 01 = sen a cosh 0, . >. — sen a senh ^1 . y — cos a . /3 

kl, = Al -\- B [J- — Ben a senh sen o cosh • -!i ) (39) 

P 3 

i a^ = C A + ^ ;/ — sen o cosh • sen a senh • — 

Le verifiche si fanno nel solito modo per derivazione ed osservando che 
si ha l'identità : 

f + f + >'-.'^'=7 + Y + ''-'^' (40) 

Scriviamo ancora le (39) risolute rapporto ad a, /3, /., (jl : 

k oL = — sen (7 senh . a, + sen o cosh . f;.^ — ai 

k (ì = — sen a cosh ^ . À» + sen a senh . f/^ — cos ^ . )3, j 

A; X = i4 Xj — C y I + sen a senh Oj . — + sen ^ cosh tì^ • — / (39*) 

P 9 

A: [wf. = — Bli -\- D :J^ + sen a cosh 0, . - -f sen o senh 0, . ^ 

P 9 

Anche per questo caso troviamo adunque che da una deformata S (di 



■••t. 
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Le verifiche si fanno anche qui come nei casi precedenti, osservando 
che dalle (42) segue l'identità : 

&! a; - S« a* 

^± — ""^ - /J — a\=^ — À* - a^ (43) 

9 p q p 

In fine converrà scrivere le (42), risolute rapporto ad «, /3, ?, y.: 

h' a = C08 a sen Ai — cos (7 cos . ^.j — sen i . ai \ 

A* jS = — cos !7 cos . ?.i — cos (j sen . a^ + /3, 1 

kl ^= A li 4- C •/! — cosa sen 6, • - — cosa cos 6i • - i (^2 ) 

P i ^ 

a S 

A: a =^ 1? Xi -f Z) u^i + cosa cos 6i • - — cos a sen 6i - • 

p Q 

Dopo ciò vediamo che anche per le deformate improprie del paraboloide 
iperbolico vale una teoria delle trasformazioni intrinseche come per gli altri 
casi. 



§ 12. 



Descrizione del metodo per le ricerche seguenti. 

A questo punto abbiamo già esaurita la prima parte della ricerca, pro- 
posta alla fine del § 7, stabilendo che per le deformate di tutte le specie dei 
paraboloidi sussiste una teoria delle trasformazioni, per modo che da ogni 
tale deformata S^ integrando un'equazione dififerenzìale del tipo di Riccati, 
troviamo individuate intr iti secamente ciò' superficie trasformate 5» ancora ap- 
plicabili sui paraboloidi. E con questo, ove ben si osservi, si è già ottenuto, 
con maggiore semplicità, più di quanto trovasi esposto nel seguito della Me- 
moria al Tomo IX. 

Ma ora dobbiamo passare alla seconda e più importante parte della ri- 
cerca, dove dovremo dimostrare come le superficie trasformate Stì possano de- 
terminarsi non solo intrinsecamente, ma ben anche per la loro posizione nello 
spazio in relazione colla primitiva S^ sicché, conosciuta la S, si hanno sen- 
z'altro in termini finiti le trasformate Si . 



per ciò partiamo dall'osservazione che fra i punti di una deformata S 
dei paraboloidi e quelli di una sur trasformata S, h già 8tal)ilìta una legge 
di corrispondenza, corrispondendoRi due punti M, M, di S, S, ni quali (com- 
petano i medesimi valori delle coordinate curvilinee u, v. La proposizione 
fondamentale, affatto analoga a quella stabilita al § 4 per le deformate del 
paraboloide immaginario, che dobbiamo ogni volta dimostrare è la seguente: 
Le due superficie S, S, possono collocarsi in tale posizione relativa nello spazio 
rhe ogni retta congiungente due punti corrispondenti Jlf, M, tocchi in M la S 
e in M, la S,. 

Per dimostrarlo noi cerclieremo, nell'ipotesi che la proposizione sussista, 
le formole effettive di passaggio dalla S alla Si e sulle formole trovate fa- 
remo poi le opportune verifiche. 

Denotiamo con J, y, z le coordinate del punto M mobile sopra S e con 
A', y, Z i coseni di direzione delia normale alla S, e siano a*,, y,, z, le coor- 
dinate del punto corrispondente A/, di ,?, . Poiché Mi deve per ipotesi gia- 
cere nel piano tangente in M alla .S, sussisteranno certamente formole del 
tipo seguente 

, ,dx , d X 



-y + ''d+ 



•e. 



, ,d z , d z 

z,=z 4- (^ - + m , - 
cu e V 

dove /, M sono appropriate funzioni di w, i; da determinarsi in guisa che la 
superficie S, luogo del punto (r,, y,, rj soddisfi alle condizioni seguenti: 
1." abbia le equazioni intrinseche assegnate, 2." la retta congiungente i due 
punti (J, ;/, z) (x,, !/,, z,ì giaccia nel piano tangente di S, . S'intende fa- 
cilmente che tali pondizinni, se compatibili, determineranno univocamente l, m; 
ma noi urteremmo in rilevanti difficoltà ove volessimo cosi procedere diret- 
tamente alla ricerca di queste incognite /, ni. Lasciandoci invece guidare 
dall'analogia col caso già trattato al § 3, possiamo congetturare la forma 
probabile di queste funzioni ed il successo dimostrerà che lo scopo viene cosi 
c-ffettivamente raggiunto. Pei casi che vogliamo trattare direttamente (gli altri 
deducendosi da questi) basterà assumere /, m proporzionali, per UD fattore 



costante, ai quozienti 



come avviene in effeito nelle formolo (I3i 
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§ 3 (*), coA le forinole domandate si scriveranno 

''=' + ^{T-ru + irl^) («costante), (44) 

colle analoghe per ^i, Zi^ e resterà solo da determinare in modo conveniente 
la costante a. 

Ora le formolo fondamentali dalla teorìa delle superficie danno: 



du* 



e 



d*x 112 \dx , i 12 )a« , ^, ^ 

-.Ta^^i 1 \d-u^\ 2 \rv^^^ 

d*x ( 22 ìdx , i 22 idx . ^.. ^ 

dV* = 1 b"7i+l 2 !a^ + ^ ^' 



dove i simboli di Chribtoffel sono relativi al ds* della 5, e A, à\ à" sono 
i coefficienti della seconda forma quadratica fondamentale della Sj e quindi 



{*) Non ò fuor di luogo l'osservare che le forinole (già richiamate nel testo al § 3), 
che danno il passaggio da una superficie pseudosferica £ ad una sua trasformata di Bìlck- 
LUND ^, , offrono anch^esse la circostanza qui osservata. B infatti se nelle formole al § 3 
poniamo 

X = cos 6, fx = sen ; \ = cos Oj , fXj == sen Oj , 



le X, a soddisfano il sistema lineare 




3x_ a<. 









e analogamente le >i, u, . Di più X,, fx^ dipendono linearmente da X, {x colle formule 

X,=/lX + CHt, iXi = BX-f-2)ix 
e le formole (9) § 3 pel passaggio da £ e 1\ si scrivono cosi 

queste hanno appunto la forma (44) del testo. Cosi le ricerche seguenti della Memoria sono 
da riguardarsi come una diretta estensione alle deformate dei paraboloidi delle formole 
per la trasformazione di Bàgklund per le superficie pseudosferiche. 
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nel caso nostro A' = 0. Se formiamo dalle (44) le derirate parziali di x,. 
y,, 2, come occorrono nel fieguìto per le verifiche, troviamo le formole se- 
guenti : 



cu e 11 V 

in ~ 



&.X 



I 



avendo posto 






Itel 



^=°^(?)+' 



Il ) 

2 I 



(461 



Per le ricerche ulteriori diventa era necessario, seiiarando i singoli casi, 
sostituire nelle (46) per le derivate di \ jj.] X,, p, i valori che seguono dalle 
rispettive equaziiini differenziali e pei simboli di Cbistoffel i loro valori ef- 

lettivamente calcolati. 



Valori dki siuboli di Christoffel per m deforhatk 

DEL PARABOLOIDE ELLITTICO. 



Cominciamo le ricerche indicate seg:uendo l'ordine stesso tenuto per le 
equazioni intrinseche nfi parngrafì preeedenii. ed occupinmuci dapprima delle 
deformate del paraboloide ellittico. Per quanto abbiamo detto sopra, converrà 
prima di lutto calcolare i vahiri dei simbtili di Christoffel per la prima forma 
quadratica 

Edu^ ^2Fdu(iv + Gdvt (a) 

di unn tale deformata, detìnim dalle formole il6) ovvero dalle |18i § 5, se- 
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condo ohe la deformata è propria od impropria. Sia in primo luogo S una 
deformata propria e teniamo presente che la forma differenziale (a) è equi- 
valente all'altra 

{a' + p)doL^'\-2a^dade + {6* +q)dlì% (a) 

ricordando inoltre che a, /3, >, [j. sono tali funzioni di t/, v da soddisfare le (II) 
§ 6. Applichiamo allora le formole di Cristoffel per l'equivalenza delle due 
forme, secondo le quali {Lezioni^ Voi. I, pag. 64) le derivate seconde delle «, fj 
rapporto ad w, v si esprimono per le derivate prime. I valori dei simboli 

j per la forma (a ) sono semplicemente 

sicché, applicando le dette forinole di Cbristoffel e le {11) § 5, abbiamo le 
seguenti : 

3*« , 9 «•. (111-. , I l 1 I 

a» a i 1 2 i , ,112) 

^ — «— = — ( , 1 • ^- san 6) + „ [• ti 008 a> 

a* P (12). ,(12) 

■À — 7>- = 1 : • ' cos 0) + . a sen « 

u V (1' (2)' 



2 2 

: • « co8 ù) 



d*» nx i22). ,( 

Risolviamo ciascuna di queste coppie di equazioni rispetto ai due simboli 
CuRiBTOFFEL chc vi figurauo, ponendovi per le derivate secondo i loro valori 
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che a tragODO dalle (Jl> § 5, e trovereino per le forinole domandate: 
18 w — fgcseiiiu . ' 



1 rfV 






3 1» X p ^ gen tu + j K sen w 



(47) 



_dm (t p ^ eoa w — y 



_ 1 3 7. p 3 sen w + g a COS w 



O m Uì sodo i valori dei simboli di Gbristoffel per la deformata propria S 
dd paraboloide ellittico, definita i nt ri nsfca mente dalle eijuazioni (Itii, (17i § 5. 

SinilBieote m S, è una deformata impropria, corrispondente alle fun- 
noni *, «M Ki, '-i, Mi e alle formole (18), (19) § 5, per i corrispondenti sim- 
boli di CHRjsTorFEL, trovercmo con calcolo analogo al precedente i valori: 

111) 1 dXi otlisenb'J— ptxicos'.o . 



IV!, 



^8»p, + m f., 



j 39 I 

I 1 '. 



_ l_ dì., 
' li di 

di ^i j Pi senh (I — p «i cosh 9 ^ 
'SlTT fi. 






(48) 



23 I 



1 



lai,' r-t'dv 



p «1 senh 6 — g pi cosh 

"Hi '" 
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§ 14. 



Congruenze W colle due falde focali applicabili sul paraboloide ellittico. 

Prendiamo ora a considerare due deformate S, S^ del paraboloide ellit- 
tico, la prima propria e la seconda impropria, corrispondenti rispettivamente 
la S alle cinque funzioni (w, «, /3, X, a), la 5i alle cinque (5, ai, jS», X,, ^y.^) 
legate alle precedenti dalle formolo della trasformazione B^ al § 8. Vogliamo 
dunque dimostrare che S, 5i possono porsi in tale posizione relativa nello 
spazio che vengano a costituire le due falde focali di una congruenza retti- 
linea F, i cui raggi siano le congiungenti dei loro punti corrispondenti. Per 
ciò, secondo il metodo generale descritto al § 12, cominciamo dal calcolare 
dalle (46) i valori dei coofficienti L, 3f, P, Q nel caso attuale. A tale og- 
getto sostituiamo in queste formolo pei simboli di Christoffel i loro valori (47) 
e per le derivate di X, ^., /, , a^ le espressioni date dalle rispettive equazioni 
differenziali (7J), (IV) § 5. Avendo inoltre riguardo alle formolo del § 8 
per la trasformazione 5,, ed effettuando semplici riduzioni, otteniamo così 
dapprima : 



=r. -^ \a a, — cosh e ' — + senh ff . ^ + A] 



~\ + 



p p cos co — 3 a sen w ^ 
-+ a — ^ • /| 



w 



jyf a\i[p^ sen a> -j- J « cos w . .1 

~ ."^ L ^ I 

p a\ki [ p p cos (0 — g g sen co , jS\ 

Q = — [— J5X. — senhfi . -^ + coshff A + Jil + 



(49) 



p B sen ctì — (3f a cos o) 
+ 0? fl^^ f*- , 

Come si vede, M contiene il fattore X,, P il fattore ;xi ed, osservando le for- 
molo (30*) § 8, risulta che i coefficienti estremi L, Q conterranno pure in fat- 
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t il primo ', l'ultimo i>-i sa si lìk allu costante a il valore: a - 



1 



Dimo. 



rimo che questo è in elletto il valore conveniente per la costante a, sJc- 
:; le foratole definitive pel passaggio dalla superficie S alla S, sono le 

^i = ' - I U a . -f — 3— 1 ecc., 



(50i 



e men ci reoterà altro che eseguire le dovute verificlic. Intanto, con a - 
««lori '49) di L, M, P, Q diventano: 



1 






q K sen u — p p CDS cu 



w _^ j _ P p sei '.> -T y « cos a 



y « Ben M — p p 



(49-1 



Q _ ^\n p P sen (u + g « eia i. 



Di pib, »e nello (4!>) sostituiamo per a il valore 



j per A, i i loro 



9» 3i* ^ 3i> t^ff 



(5!) 



Da 'jue«t« foimoln Bnlcutcromo i valori dei coefficienti della prima e m- 
«wu4» f'/niia •juadrittica fondamentale della superfìcie .S, luogo del {mnto (7,, 
1^4, <(^ delìnitii dalli! i&U). Indicando con 

E.,, /'",, G,\ i,, A,, T ', 

4|«MU eoeflicicnt), dovri-iiir> dimostrare che essi eg;mig:lìano rispettivamente ì 
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coefficienti E^, F,, G*, Ai, A',, A . dati dalle (18), (19) § 5. Dopo ciò con- 
verrà ancora provare che il piano tangente alla Si nel punto Mi contiene la 
retta M Mt e \o scopo nostro finale sarà raggiunto. 



§ 15. 



YeRIFICHB RBLATIVB ALLA PRIHA FORMA FONDAMBNTALB DI Si 



Dalle (51), formando le espressioni 

^=2(|^r, F.^il^^-^, G:=2(^y, 

deduciamo : 

E\^EU r 'i F L M + G M* A- ^^^*\\ 

F,^ELV^F{LQ^ MP) {-GMQ + ^^^^Xi^.K,^, 

G, = EP* + 2FPQ + 0Q' + j^^^XVI . 

Se poniamo, secondo le (49*) : 
j , yv , q g 8en » — p^ cos m , ,,, . p ^ aen a -j- g a cos a . . 

f (52) 

„ n I Q * SeU *> — P'lr> cos « ^ , /^ P? 8611 W 4- O a cos « \ 

P=^~B-\-^- ^^ y, Q r=C—^ ^ (*, ] 

le precedenti possono scriversi : 








E 


k*Fi 


E 


k*Ò, 


E 



(53) 



."tir n asi'nnhiiswHi 



■» w ~ 



oro Miloii (lati ilrtlle ^Ib» 5 
.euu I !>i>t'ni\aim*nu* in fattore 



W <^?ii 



'"* ». 




delle superficie applifabiti mi parahóhadi^^^^^^ìSS^^^^^^^^^U 


trasformeremo le (54) nelle ^^^^^^^| 


^ = (.■ + p)(^- eoe. senh 8j'+ ^^^^| 


+ 2./s(!-^— 00B»8enh«Wf-|^ +8en5cosh5) + 


^ 


+ l/S" f q) (^ + »en - oosh «)'+ " i" + 1 


■ 


^ = («■ + y) ('-^ - co» , eenli «) | '-^ " — co» o cosh sj + 


■ 


+ a/3 1'^ — coso senh 5 ll^^^ + senTCOsh*) f 
+ ('^"^ - COB a coeh «) (f-|^ + >en » co»h »] ] + 


(56) ^H 


+ (S' + jl(''^* + sen 5 coshsU''^^ + sen asenh ') + ^ )-l« 


1 


^ = !.• + ?) ('-^-00- coBhsjV 


I 


+ 2 » ^ (i^ — 008 » 008h 9) f ^ + san senh 9 j + 


J 


+ ((S- f 9) (f ^'^ + een a eenh s)'+ ^ :■• - 1. 


^ 


Dobbiamo ora dimostrare che questi tre valori coincidono ordinatamente ^^^| 
con qnelli dati dalle (18) § 6 per ^^H 


<:■£, k,Fi k'G, ^^H 
che si ha cioè : ^^^| 


~ = l/t'i1 + fglcosh'9 — 2t«,.ij3,9enh»cosh9 ^- (*;",S( — /fpl senh'S ^^M 


?-5^ =(*'«; + /I'glsenh6c08h9 — i «, . J- (3, (coell> i + senh' 9) + ^^H 


4- (<:' /3: - J:» senh 9 cosh 9 ^^H 


1 ^^ = (/f.! + J;'9)8enh'9 - 2i-a, . 4 /3, senh 9 cosh 9 -|- (i:« ffi — i';i| cosli' «, ^^B 


^><nn/> >/> M>it«mtt,'-a, Seria li[, toinn XII. lU ^^H 



I trasformazioni 



— 4?,MnhS - )t a, cosh 5)' \-k'qcoBh^G — A'psenh'i 



— 5=.ifl,cu6h 5 — ^- «, seiih 5i' i- h' if Sfiih' -k'pcosh'6. 



Ifti^ « rmuM «iella 


(301 § 


8. si Iia 












»A«»>tl5 -*« 


cosli 5 


= '' C(W5seiih& 


a + eeii'- 


cosli 5 


a 




»Ao<idiS ^H-. 


aenh 


^ [i — COR 


5 rosb i 


« -)- sen' 


«etili 5 


^, 


• pw 


Im i39> ihiil: 
















<-,. 


q flen' 


' + 1, *' 


7'-l- 


- ;) cos* T, 






•Mb 


» identità da (iimostrare 


diventano 










»&.. 

^ 


=i{X — co8ìi8enlifi 


. « -H sen o cosh S 


|3l'4- 










i- 4 BOll' 


a cosh' 


6 + p eoe' 


senh* 5 + 1 






V» 


- (i IH» a Benli fi 


. a 4- Ben o cusb S 


S) o^ ^ 


(ìOSff cnsli $ .a -\- 





-f aen o setili tf . /3) + (^ sen' a + p eoa' o) seiih fi cosh 6 

'P'* ^^(u CORI cotih fl . 3 4- sen aSPiih 5. ;3i* -f- 

t ({ HBii' aenh* 6 -Ir p cor' 3 cosh' 5 — l, 

^ itM |iriiiii membri delle l&7) sostituiamo i loro valori dati dalle (56), 
«UU'uiM w dall'alira [larte delie identità da dimostrarsi abbiamo nella prima 
I» iwUhi Ur»« fuiixitìfii intere di 2." (ji'i"!" <!' ^i f^ rispettivamente, nella se- 
«Miutft (UBiiwiii biliiieari di >., [i, e basta calcolare i singi'li coefficienti, ri- 
(HK<UlHÌW oh» "' ''" ■ Il ^-P&* '\- 9 *' + P'h P^'' ^«^derle identicnmente veri- 
IVhW) *>• *J' <'- 
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§ 16. 
Verifiche relative alla seconda forma fondamentale di Sì . 

Procediamo ora alle rimanenti verifiche nel modo seguente. In primo 
luogo dai valori (49*) di L, 3f, P, Qj avendo riguardo alle formole (30) § 8 
ed all'identità 



deduciamo le formole: 



pq 



X 



Ài u.i A. / 

(58) 

A u Xi M. u Xi 

Formando dalle (51) le espressioni: — -^ — -^— ? ne segue ora: 

"k xi J^ ^ ^i ^ ^_£ I l'i ^ 

"ki d u (Xi dv \ d u IL d V '' 

dopo di che possiamo scrivere le (50) sotto l'altra forma: 

= ^i + T l-r -^~ — ^ ^ I ' ®^'^M (59) 

k \m u iLi vj 

Queste servono al passaggio inverso dalla 5, alla S e dimostrano intanto 
che Sy Si sono le due falde focali della congruenza formata dalle congiun- 
genti i loro punti corrispondenti. Resta ora Soltanto da dimostrarsi che sus- 
sistono le formole 

A, = A\=±^-Jyx.^,, A. = (Hi = qfii — pa\—pq). (60) 

Per questo cominciamo dall' osservare che, derivando rapporto ad u, v 
le (59), avremo formole della specie seguente i^cf. § 12): 

u cu ov k \ki V-i I . 

/ (61) 

dx p 3 ^1 I n ^ '^^ I 1 /^* I' V- K "\ Y 
5— = r'i ò h Vi Q r T It" ^ i *^* r -^m 
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doTe ^"1, F,, Z, iiiilicano i coseni dì direzione della noimale alla S„ ed L,, 
Jtf.i i*iì Q< sono coefficienti di cui non importa calcolare i valori \'). Dalle (C,) 
doduoiamo : 



Al U( d H 



(62) 



X = 



x'EiG, — F*, 



Byt d Zi 



eolle analoghe per Fi, Z,, e poiché E,, Fi, G, hanno precisamente, per 
(luanto bì è visto sopra, i valori (18) § 8 ne segue l'identità : 



E,Q,—Fi = B,.y.,f>l, 


^E,il, — i 


1 = 


per ciò ai ha 


e Hi Iti 

du fu 

9 !/i d Zi 

de dv 




ne risultano le formole : 






du du a» 


.x'' • 


a», dyi iti 


''" y^fl^^, 


du du 9 II 




8 Jii diji 
dt dv 


9s, 
S7 



1IK.V* 



il 


8y 


8. 


d. 


a» 


9i> 


dn 
du 


^-f 


dzi 
Ti 


8» 


8», 


8 e. 
80 



(•) Questi si troverebbtìi-o del reato facilmente dalle (18) § V-i (cf. paragrafo pre- 
ti adii nt«). 
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Da queste, ponendovi per 0— ^ > ^ ecc. i loro valori (51), si vede in 

ciascuna comparire il prodotto di due determinanti di cui uno comune alle 
due formolo è dato da : 

'. d X d y d z ' 



du 


du 


du 


d X 


dy 


dz 


dv 


dv 


dv 


X 


Y 


Z 



= .EG — F' = 'kii.sJH'^ 



così si traggono le altre : 



^ J\ i o — ■= 

2« XioivH^, 



V 



Xi jtti fli 



1, 0, 



P, Q, - 



0, 1, 
L, M, - 







P9 



k\jH 

P9_ 
k\lH 





Wf*>. 



Xfi, 



K> 



/*, <?, - 



"t^.^. 



Av/fl" 



Le (62) diventano quindi, a causa delle identità (58): 



>i [il 

^ Al — ^A , 

Al (Al 



= -^iyx,. 



.ffl 






(*^i> 



che possiamo scrivere sotto l'altra forma : 

T 1 \/p 



(ài + ^x.JA-a'.iì = o 



À' ' 



■^- 



A". + 



\/p9 ì 






0, 



(63) 



(63*) 



e da queste segue la formoU 



(^■ + ^^-)i^' + fe»- 



-i! = 0. 



(641 



D'altronde l'elemento lineare dit della 5, et^sendo dato, come si è 
visto, da 

iis; = (.; + ji(i«! — 2., /3, rf«,rfB. + ((3; — piiift, 

indicando con K, la curvatura di S, , avremo i cf. (Mi § 1 1 

IT —fi 

"• - ìr\ • 

e per ciò dalla formola di Qadsb 

A, A' , — A ; = «■, (E, G, -'F;\= K, 11. .Vfi, 
trarremo 

A,i , — i! = y ■ i;rt- 
Sottraendo quest'ultima dalla (64) deduciamo 

indi niiolti|)licando !a prima delle .eS*! per -.' . la secomJa per -| e sot- 
traendo, viene 

quindi i',^0. Dopo ciò le (63*1 danno 



i/;/: 



le nostre verifiche sono così compiute. 
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§ 17. 
Il teorema A) per le deformate del paraboloide ellittico. 

Sarà bene ora che per questo primo caso delle deformate del paraboloide 
ellittico riepiloghiamo i risultati ottenuti, aggiungendovi alcune osservazioni 
complementari. 

Supponiamo data una superficie S applicabile propriamente sul parabo- 
loide ellittico e cerchiamo di determinare le oc* congruenze W (di cui ab- 
biamo ora stabilito l'esistenza), ciascuna delle quali ha per prima falda fo- 
cale la ò' e por seconda falda una superficie S^ applicabile (impropriamente) 
sul paraboloide stesso. 

La prima questione che dobbiamo risolvere a tale oggetto è quella di 
determinare il sistema coniugato (t/, v) comune alla S ed al paraboloide. Noi 
abbiamo perciò da integrare l'equazione dififerenziale del 1." ordine e del 

2.^ grado in - che si ottiene eguagliando a zero il Jacobiano delle duo se- 
conde forme quadratiche della S e del paraboloide. Cominciamo dal dimo- 
strare che bastano per ciò quadrature, che si ha cioè il teorema : Nota una 
superficie S applicabile sul paraboloide ellittico^ il sistema coniugato comune 
alla S ed al paraboloide si determina con quadrature (*). 
Siano 

Ddfi^ -\-2D dudv + D d v% D, d u' -\ 2 D\ dudv + D\ d t;«, 

le due seconde forme quadratiche del paraboloide e della sua deformata Sy ri- 
ferite ad un sistema curvilineo qualunque (t/, v\ e sia 

Edu' + 2Fdudv + Gdv' 

la prima forma quadratica comune alle due superficie. Se poniamo 

D du-{- D dv, D du+ D dv 
D,du+ D\ d V, D\ du + D\dv 



12. ' 



sJEG — F^ 



(*) La dimostra/iione che segue nel testo ò perfettamente analoga a quella di Wgin- 
GAKTEN per la determinazione con quadrature delle lineo di curvatura di una superficie W 
(cf. Lezioni § 131, Voi. I, pag. 284). 



t0f§m 




,*» 



che eguagliato 

comune. Calco- 

*- -• taeile del sistema 




4 ■< p. 






A A« 



e -rti** "^«^larw tWa. Bastano dunque in 

-^ -- .ukAt'^it^ rfwfiniue il^=0 [Lezioni 
• >»^.--tir ** :imR*€nio« *ìie ^n ripete inva- 
_: •r'ivc r» ^icati M i a niì^ r da faffirontarsi col- 
ite. -^^u:- r atn» a :iirTatia^ di una su- 

. =r. — .tv 1 -'^e jitimutr^ : [parametri w, r del 

* X lÉcmMtoitìe^ e i^aindi anche le 

.r- ^AcUiiìtttttv uie equazioni del § 5. 

-^-•^<:r ^4UJHBdOl» li BiccATi da cui di- 

- - - :rji*? Il» :^ii2UÌoni aoiultanee (27), 

.'-VV Utt -r iipeBÒe da due costanti 



i i S :aìcoieremo la nuova qua- 
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derna «i, /3,, X^, (x, e le forinole (50), § 14: 

x, = x — — (^— + ^—\ 
k\'kdu{/.dvi 



;?! = ^ — 1 f- — + f^ — ì 

A: \ X du (A dv) 

ci faranno conoscere, hi ttrmini finiti^ la deformata impropria Si del para- 
boloide, corrispondente secondo il § 5 alle funzioni: ^, ai, /S^, X^, (Xi. Preci- 
samente dalle (50) viene assegnata alla S, quella posizione nello spazio che 
rende S, .Si le due falde focali della congruenza W^ formata dalle congiun- 
genti i loro punti corrispondenti. 

Supponiamo ora invece 'data la deformata impropria Si e note quindi : 

^7 «1» /3m ^i? fi- L'integrazione deirequazione di Ricoàti per tg — w, equi- 

valente al sistema simultaneo (21) § 8 per la funzione incognita o), ci farà 
conoscere w con due costanti arbitrarie, e dalle (30*) ibid. calcoleremo «, j8, 
\ fi. Dopo di ciò s'intende che le formole (59) del paragrafo precedente: 

, l I \ d X u. dx\ 

k \Ai OU \l'i v] ' 

daranno in termini finiti la corrispondente trasformata iS. Per dimostrare questo 
basterebbe invero ripetere calcoli simili a quelli eseguiti nei due paragrafi 
precedenti; soltanto bisognerebbe scambiare dappertutto S con S, e. in par- 
ticolare ricorrere alle formole (48), § 13, che danno i valori dei simboli di 
Christofpel relativi alla \. Così abbiamo perfettamente stabilita la proposi- 
zione seguente: 

Ogni deformata propria (impropria) del paraboloide generale ellittico 
appartiene, come prima falda focaie^ ad una doppia infinità di congruenze 
rettilinee Wj la cui seconda falda è alla sua volta una deformata impropria 
(propria) del paraboloide stesso. Le operazioni analitiche necessarie per co- 
struire, assegnata la prima falda focale^ le ce' congruenze di questa specie 
consistono in quadrature e neW integrazione di un^ equazione differenziale del 
1.^ ordine del tipo di Biccjlti. 
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Come si Tede, è questo pel caso ilelle deformate del paraboloide ellittico 
il teorema fonJamentale .■1 1 della prefazione jyrecifinto, nel seneo che già in- 
dicammo, rispetto alla specie opposta delle due falde focali. 



I 18. 



Le <Xi' SllPBRFIClK TRASFOnMATK PBK DNA B,. 

I risultati e le forniole che abbiamo trovato per le ti-a sforni a zio ni delle 
BQperficìe applicabili sul paraboloide ellittico presentano evidentemente una 
perfetta analogia con quelli relativi alle trusformazioni di BÀcki.cnd per le 
fiDperfìcie pseudosferiche: e ciò tanto dal punto di vista geometrico, qunnt" 
da quello analitico delle operazioni d'integrnzione necei^sarlc per cuslriiire In 
trasformate di una data superfìcie dell'una o dell'altra classe. 

Vogliamo ora osservare un altro notevole ravvicinamento fra i due cnpi, 
che si ottiene proponendosi la questione seguente. Se di una ^iipertìoie pseii- 
dosferica data S si considerano le oo' trnsiformate di Backluhd per mezzo di 
una B, a costante fissa a, il luogo dei punii della ò',, corrispondenti ad un 
dato punto M della 5, è un circolo (di raggio costante) traccialo nel piano 
tangente in M alla .? e col centro in Af. 

Ora ci domandiamo : Quale è il luogo rorrispondeute se piai'ìhnno per S 
una deformata ( propria od impropria) del paraboloide ellittiro e consideriamo 
le oc' superbie ti asforriiute S, della S per mezzo dì una li, a roslnute 
fissa a? Tale luogo è evidentemente, per ogni punto M di S, tracciato nel 
piano tangente in M alla ,S e noi dimostreremo che; il luogo in discorso^ 
una conica C a rentrof di forma iperbolica od elliltica secondo che la defor 
mata S del paraboloide è propria od impropria; la forma della conica C nel 
piano tangente in M alla S e la sua giacitura rispetto agli elementi di S di- 
pendono solo dalla posizione del punto M sulla superficie e restano invariabili 
quando la superfìcie S' si deforma seco trascinando i suoi piani tangenti. 

Per dimostrale questa proposizione supponiamo dapprima che la defor- 
mata >S del paraboloide eia propria e ricorriamo alle formole (50) § 14, che 
danno le oo' superficie trasformate S, ■ Fissato il punto 3f^(iC, «, 2t di S 
che si considera, tutte le quantità che figurano nel secondo membro delle (50) 
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saranno fisse tranne >i, fxi che, secondo le formole (30) § 8, contengono il 
parametro 6 variabile con >S, . Già dal fatto che Xi, pi, e per ciò x,, y, , Zi 
dipendono linearmente da cosh $, senh 9 risulta che il luogo descritto, nel 
piano tangente di 5, dal punto (x, , y,, z^) sarà un'iperbola. Per vedere 
meglio la forma e la giacitura di questa conica C sostituiamo in primo luogo 
nelle dette formole (50) alle derivate di x, y, z rapporto ad w, v quelle rap- 
porto ad a, j3 secondo le formole che risultano dalle (//) § 5: 

d X I d X 



du 
d X 



I 3 a? , ^ A ^ 

= |_6en«g- + co8a,g-pj.X 

X ( dx . d x\ 

'v=\ «°« <" ài; + ''" " à^J f*' 

ed avremo così : 

,1,. .dxl,^ , .dx 

a:, ^1= X -j- —. (A, senw — «^i cosw) ^ j- (AjCOSw + /x, sen ") q-ù' ®cc- 

Riferiamo ora il nostro luogo C, nel piano tangente in Mj ai due assi 
cartesiani obliqui dati dalle tangenti alle linee coordinate (a, /3) ; se indi- 
chiamo con I, yj queste coordinate di A/i^(a:,, yi, Zi) riferite ai due detti 
assi, e ricordiamo che si ha 



^ (r')'= " + '' ' (11)"= ^" + '. 



ne dedurremo subito : 



{ = — i! Oi ^^s w + fAi sen w) 



)2 = — ^ (Xi sen 0) — /xi cos »). 



Sostituendo in queste per Xi, (x^ i valori tratti dalle (30) § 8, ne dedu- 
ciamo : 

= ^ + sen <7 cosh 6.1 — sen a senh . (x 



— : := COS <7 senh 5 » X + cos a cosh . fx 

Va« + p P 

ed eliminando 5 col ricordare che si ha a* — X*=. \- -- — \- 1 , abbiamo 

P 9 
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equazione del luogo C: 






«>»'»lv.'+p pi 


aen'c 


Vi 



=— + - 



-+1. 



La e è adunque un'ìperbola U cai forma e giacitura nel piano tangente 
di S Mtio invariabili per le 6essionì di S, cnme si era eoanciato. 8i osserti 
ebe le direzioni delle linee coordinale |j, ^ neullsno parallele a due dia- 
metri coniugati dell' iperbola. NolevoU sono poi i casi particolari in cui ? abbiu 

i ralori estremi u =^ o u^ "r < rìducendosi allora il luc^o ri«{>ettivamenle 

•De rette 

Similmente se conaideriamo le oc' trasformale >• di una defonnuta iro- 
propria <lol jiaraboluide ellittico, ricorrendo alle furraole ÌtiTPrs« <59i, § IH. 
troviamo ohe la cnnicA C è allora l'ellisse rappresentata dalle formolo: 



f5 


— — -f cosa tsen w À, — co8»»;t,i 




- — —Ben» (COSMA, + sen 008(1.) 



parametro variabile. L'equauoue di questa elHeee è quindi: 






In Goe poiché te coordinale dì un punto mobile sulla conica C sì eiprì- 

mono nel primo caso raiionalmente i>er tgh y 5, nei secondo per tg -5- w, e 

queste sono le ìsoo^ite rispetto alle quali le equazioni di trasformazione (27i, 
§ 8, asBDiBODO la forma di Riccati, ne deduciamo: Le coniche (7, tracciate 
nei piani tam^tnti di una deformala >' liel /•a/ aboloide, sono incontrate da 
quattro delle tmperfScie trasformate ih yntfpi di quattro punti il cui birup- 
porto è restante. 

Non ritorneremo più mlle i<leDtÌche circostanze che sì ripetono nei capi 
«uguenti per le deformate proprie od improprie del paraboloide iperbolico, e 
«olo diremo che anche qui le coniche C sono iperbole per le deformale pro- 
prio, ollÌHsi per quelle bnproprìe. 
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§ 19. 
Il gaso singolare del paraboloide rotondo. 

Dalle nostre ricerche sulle deformate del paraboloide ellittico noi abbiamo 
fin qui escluso il caso del paraboloide rotondo. Dimostreremo ora che questo 
-è in effetto per la nostra teoria generale un caso d'eccezione, perchè le oo* 
congruenze W della nostra specie, aventi per prima falda comune una de- 
formata del paraboloide ellittico, si riducono allora ad una sola congruenza, 
quella delle tangenti alle deformate dei meridiani, e per ciò le ce' trasfor- 
mate della superficie primitiva vengono a coincidere nella sua complementare. 
Dal nostro punto attuale di vista (delle trasformazioni per congruenze TF delle 
superficie applicabili sulle quadriche) si comporta dunque più semplicemente 
il generale paraboloide ellittico che non quello rotondo (*). 

Per dimostrare quanto abbiamo asserito riprendiamo le formole del § 8 

gelati ve al paraboloide generale ellittico, ma non supponiamo più = 1» 

bensì, supposto sempre p<iq^ poniamo 

P 9 

e modifichiamo in corrispondenza le formole. Facendo poi convergere R verso 
lo zero, otterremo il paraboloide rotondo come caso limite. Intanto la modi- 
ficazione che si introduce per ciò nelle formole del § 5 è questa soltanto che 
a quelle equazioni (J), {II) si sostituiscono ora le altre. 

V, h TT-; = H sen co cos w 

\ («) 

|^ + |^, = B*senhOcoshO, 



(*) Come si sa (cf. la mia Nota nei Rendiconti dei Lincei, settembre 1899) anche nel 
caso del paraboloide rotondo si può costruire una teoria delle trasformazioni partendo dal 
legame che il teorema di Guichard stabilisce fra le deformate del paraboloide e le super- 
ficie d'area minima. Ma qui, essendo già note in termini finiti tutte le deformate (Dar- 
Boux), la teoria ò ben lungi dall'offrire l'interesse del caso generale dove si tratta di veri 
e propri! metodi d'integrazione. 



l^<d 



7! 



--- . -- /: lucono 



-xr-- - •*»! 



Oi^if 



- — i ■'» - -. 



"TC^wi'ie ""oii'io lai 
■ -. iuazione 



•/^ixante 



*té* -»■ iMtnrTvi'ira 
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§ 20. 



Trasformazioni delle deformate di 1/ specie del paraboloide iperbolico. 

Passiamo ora a considerare le deformate del paraboloide iperbolico, co- 
minciando da quelle (proprie) di 1.* specie. Secondo il § 9, supponiamo di 
conoscere, mediante le loro equazioni intrinseche, due tali deformate S, Si, 
corrispondenti ai due sistemi di funzioni : 

legate fra loro dalle formolo della trasformazione B^ al § 9. Si tratta anche 
qui di dimostrare che si possono rendere S, Si falde focali di una con- 
gruenza W^ generata dalle congiungenti i loro punti corrispondenti. Per ciò 
applicando al solito il metodo descritto al § 12, partiremo dall'ipotesi che le 
formole di passaggio dalla S alla Si siano le (44) § 12: 



:r + a -^- + — ^ - ecc. , 



e cercheremo di determinare la costante a in modo conveniente. Prima di 
tutto occorre calcolare i valori dei simboli di Christoffel per il d s* della S, 
e questi si trovano dati, con calcoli analoghi a quelli eseguiti nel § 13, dalle 
formole seguenti : 

) 11 ) _ L 3^ , ? « cosh e + y p senh . 

\ 11 ) _ 3^^ 2l _ g « senh 6 + p P cosh Q X«^ 
— — — zr^^Ji i^^| = l?Jl'=:^A, \ (t55\ 



1 2 
1 



\ 2 2 ) _ ^ Ji _ g « cosh Q + p P senh Q \i^ 
\ 1 \~dv\ H ~ X ' 



2 2) l d\L , q « senh + P P cosh 6 

2 l — jrv^ IT ^' 
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Derivando allora x, , y., z,, per le formole corriapondenti alle (45) § 12 
rÌBulta : 

dxi ^ __^ _^ ^ 

(60*) 



"^U+^rA-'-M^''-^ 



dove i coefiicienti L, M, P, Q hanno ì ralori : 

T a \ „ vo «( .fi f ■ I ^ 1 , ff «coshO +pB8enli9- 



M- "^^In ffotsenhO + pfJcoshQ 1 



°?[«- 



y « cosh Q H- p P selli ^ 



= - [— B >, + Benh », . "' + oush 1, . ^- + -ff-l + 
? l P 9 1 J 

Anche qui il valore convenicntp dn dnrsì nlla costante a b 'Quello che, 
in base alle l3f)*) § 9, rende 7> divisibile per a, e Q per fj;, ; questo è il va- 
lore fi =^ — ■ 
k 

Li- formole definitive pei passaggio dalla S iilln S, si scrivono così: 

3-, — I + , . -h - 5- ecc. , (66 

e i vdlori di I/, J/, /', (? sono i seguenti : 



!e cnsli ^ H- p p Seuil '> 
_ 



\ 



P — "!_ r H j- g =^ cosh e + p ^ senh 1 






lenii -h p P cosh 



8enh Q -t p |ì cosh ' 
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Ora andiamo rapidamente a verificare che la superficie S^ data dalle (66) 
ha precisamente le equazioni intrinseche (22), (23) § 6, ove 9, a, /3, X, (a siano 
rispettivamente sostituite da O,, a^, /3^, >^, fx^, cioè le seguenti: 

Ei = [ia] + p) cosh* 6i — 2 a, /Si senh ff^ cosh fi, + (/5J + j) senh» fii] . l\ 
Fi = [(ai + p) senh fi, cosh e, — «, /3, (cosh^ e, + senh* 5, ) + / 

+ (/SI + 9) senh 6i cosh fi,] . Xi fx, \ 
Gì = [(«{ + /)) senh* 6^ — 2 a, Z?, senh fi, cosh e^ + (jS! + q) cosh* fi,] . ft\ 

A, = ± % . X, , A, = , A^ = T ^-!y • ^1 (*. • (69) 

sJHi \f Hi 

Dopo ciò sarà dimostrato il teorema A) anche per le deformate di 
1/ specie del paraboloide iperbolico e le formole (66) serviranno per passare 
da una tale deformata S nota alle sue oc* trasformate Si . 



§ 21. 



YBRIFIOmB RELATIVI ALLA BUPBRPICIE Si 



Con notazioni perfettamente analoghe a quelle usate nel § 15, troveremo 
dapprima : 






dote, in corrispondenza alle (67), i coefficienti L , M , P, Q' hanno i 

Annali di òiaismatica, Serie III, tomo XII. 42 



T«Iori: 



i, — — '!'- g *, 



„ -, j « senh & + » 8 cosh ^ . 






O' = D -i- g " ^^°^ ** _ + P P w^ * o 

Sostituendo uelle |70) per E, F, G \ Talori dati dalle \22i § 6. indi 
raccogliendo i termini contenenti rispettivamente 

si trovano formole analoghe alle iò4i -i lo, rivo figurano i quattro liinoniii: 
oosb £. i-seah'iM = ^-" — eenh u ooah 5, , 



senh S L' -r coih S ,V 



pV- 

H 



r ooeh o senh S, , 



cosh $ P r aenh 6 ^ — —fi senh o senh 8, , 

senh 6 P -!- cosh'* 9 ^^^f'' |- cosh !7 coah 6 , , 

le eguaglianze scritte deducendosi dalle (71). Dopo ciò, tenendo conto della 
identità : 

in modo fiffaito simile a quello tenuto nel § 16, si dimostrano le identità 

compiendo così le verifiche per quanto riguarda la prima forma fondamentale 
della 8, . 

Procedendo ora alle verifiche rimanenti, osserviamo che dai valori (87) 



I 

I 



4 







1 


H 


di L, M, P, Q seguono le identità: 






H 


XT^ + 


^,^-ì 




^H 


Im^ 


&<?=^ 




H 


e quindi dalle (6&*t le altre 






I^H 


ì. cxi ^ (1 8 .Ci _ 


= T^: + ^H- 




^1 


Ne segue che le 1661 possono scriverei sotto la forma eqt 


ivalente 


^H 


H 


It + ^J-v)-. 




'^1 


e queste dimostrano (cf. § I61 che S, S, sono le due falde focali della 


con> ^^^^H 


gruenza generata dalle congiungenti 


i loro punti corrispondenti. 


Ed ora, 


come ^^^H 


iti § 16, si traggono di qui per i coefficienti A., A,, A , della seconda 


^^^^B 


fondamentale di 5, le equazioni: 






1 








(72) ^J 


e quindi la relaiioDe 






^^M 


|^.-f..)p 






^M 


L D'altra parte, per la formola relativa alla curvatura K, < 


r. § 16), 


ha ^^^^1 


Pb 5.4'.-A-!== -^f >.;,;, 




^H 


che sottratta dalla precedente dà: 






^H 




=..+^... 




1 
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-(^9=•• 



D«ll« |73) si trae on 



&, — 0, indi dalle (7^: 






»ffi 



I dt (iSl S «, «ù «a» iC»> S 20; cari » 



Ì- — i' 



s«- 



Mm «ifc tara I 

«■<• a § «k M 4M aì*Mi « t — i iM i«k 1, Ik ^ .«i, '*, ••■ A. i., ri 

itfim h hn Mk Ita ait i Mk t i f i i i i' B, al { IO. " C *- 

I H I«r I*. •*- 



iaataana«KatniBfca«Mart rrUTlfCi- 
«^>— aaiiktt'i-i-ì^ ^ = — ^•■lahf — JaaA*>a->-i 



.. A-.>. ?? = 
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^('^ + ^i'^ = _ (oosh e — i senh fi) - + « (cosh e + i senh e) ^ + 
dui P 9 

tf Pi 5 Mi ' Vi ' 2^ 

fv O 11 

-- t (cosh — i senh 1 -li — t' ( X + « ;^) 

e pei valori dei simboli di Ciibistoffel troviamo: 

(11) 1 d i\_±i±) , 

11) X +«•[/. "dui '^ 

q a (cosh — f senh 9) — j/j p (cosh + t senh 9) , •j , • x 
.-^-^ (-^ + »f*) 



( 2 1~" *diny. — i\t. '^ 

, fj a(cosh Q + 1 senh 6) -j- « p pt (cosh Q — tsenh 0) (>. 4 i .a) ' 
'' ' 2/f " ' ■ X — »y. 

12)^ I 8 (X + t (*) ^-30 X — t y. 
1 \ >. ^ / [A ? Pi 2 wi X -f- «■ (;. 

I 1 2 ) _ 1 a (X — t>) ^ _ .80 X + i /. 
( 2 ) X — *■ j. d IH a Pi X — t 'j. 

2 2 ) . a_0_ X - j ;/ 

1 l~*afi X + »y:"^ 

, q g (cosh e — 1 senh 6) — t p ^ (cos h -f » senh 0) (X — » [*)« 

2// X + i;y. 

22 |_ 1 e (X - i <j.) . 
! 2 )~~l — 'iy. dvi '^' 

q a. (cosh 6 -| t senh 9) f t p p (cosh — « seuh 0) ,. 

Facendo uso di queste formolo, i calcoli procedono nel modo stesso come 
agli indicati paragrafi, e si trova ohe le formolo pel passaggio dalla S alla ò'i 
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debbono assumere qui la forma 



9hl 



-if/. 9 Pi/ 



(731 



dove a è una costante pel cui valore troyaai o = -r- ■ Le verifiche ei fanno 

allora affatto analogamente come ai fì):; 15, 16 e la proposizione è così di- 
mostrata. Ed oni se ripristiniamo nelle (73i i parametri reali asBÌntotici «, r, 
abbiamo le formole di passaggio dalla data deformata S di 2." specie del 
paraboloide iperbolico alle sue c«' trasformate S, fiotto la forma definitiva 
reale : 

1 y-^i — ^-1*1 d X , XXi -t- f*-(*i ?■" 



(74. 



Co&l per le deformate proprie, tanto di 1." quanto di 2.' specie, del pa- 
raboloide iperliolico abbiamo dimostrato il teorema A i. Per completare le ri- 
cerche converrebbe esaminare se anche nel caso delle deformate rigate idi 
3." specie) sussistono le medesimo proprietà, come appare probabile da quello 
che accade nel caso analogo delle deformate rigate dell'iperboloide rotondo (*). 
Noi però qui tralasciamo tale ricerca secondaria pel nostro scopo. 



IRASFORMAZIOKI UELl-K DKFUltMATK IMPROPRIE DEL PARABOLOIDE IPEKBOLICO. 

Per le deformate del paraboloide iperbolico non ci resta più da consi- 
derare che l'ultimo caso delle deformate improprie. Siano 5, S, due tali de- 
formati', definite intriiisecameiite dalle formole (25i, (26| al § 7 e corrispon- 
denti rispettivamente ni due sistemi di funzioni (fi, «, (S, 1, .^j i, iOi, a,, fi,, À,, ,u,) 
legate fra loro dalle formole della trasformazione B, di Bàcklund al § 11. 

Calcolando in primo luogo i valori dei sìmboli di Chribtoffel per il rfa' 



(") Vedi i 
cinta ilei XL. 



citata nel Tom. XIV dcijU Atti della So- 
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della prima superfioie 5, troviamo (cf. § 13) : 

11^ l8X,MpcosO + flra sen . 

1 J = Y87. + H ^' 

( 11 ) _ _ ^ 2l j_ p Me n 6 — g g C03 Q i^ 

ì 2 )~ a « (A + ~ /-/ " >. ' 

1 ) >. 3 1; ? w X ( 2 j y. d u ? r ;/. 

22)_aQfit. . p^cosO+gasene j^ 

1 j""at; X + /? * X ' 

2 2 1 J^ ^ ìP Psien — j a cos 

2 )~"7a^"^ 5" **• 

Anche qui il passaggio dalla S alla 5| si effettua, in termini finiti, con 
formole come le (44) al § 12, ed il valore conveniente per la costante a è 
dato da 

cose 

«= A: ' 

sicché le formole definitive si scrivono : 

Per compiere su queste le dovute verifiche, si cominci d all'osservare che 
le (45) § 12 diventano qui: 



du du ' dv ' ìcsjH ^ I 

> 

dxi udx.^dcc VP g cos ^ ^ y \ 
dv OH ^ d V h\!H i 



(76) 



coi valori seguenti per L, Mj P^ Q: 

T ^i r >! , pPcosO -f gasenO 1 



li^ ^1 Tio , pisene — g a cos 1 



986 
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p = £i [b + M8 , pJ1»ìM_1U'£L9 , ] , 

e = 1^ [o - coF 



V p seti /) — o 3t cos 
' 77 ■ 



Dopo ciò, con Itti calcolo come ni Ji 15, si constata che la superficie .S, 
definita dalle (75) ha la piimu forma fondamentale data dalle (25) § 7, ove 
si pongano 6,, a,, S,, /,, u, al posto di d, a, jì, X, ^. Poi dalle identità 

Al ;ai a 

Sì vede che le (75) possono scriversi anche 

eo3<r, > 3.,- , u ^..■■\ 
,r =^ r, j— - -^ f -^ ;^ . POP., 

e ne risulta al solilo che S, S, sono le due falde focali della congruenza for- 
mata dalle congiungenti i loro punti corrispondenti. In fine, con un procedi- 
mento come al ^ 16, si verifica die anche ì coefficipnti della seconda forma 
fondamentale di 5, hanno i valori prescritti 



(75*1 






^0, A , 



-^»,, 



Cosi anche per quest'ultimo caso delle deformate improprie del parabo- 
loide iperbolico sussiste il teorema A | della prefazione. 



Le SUPERFIOIE CONirOATE IN DBFORUAZIOKE DELLE PREOEDKHTt. 



Prima di chiudere le nostre rit;erche sul teorema Aj vogliamo trattare 
ancora di una classe di superficie reali applicabili sopra quadriche ^immtigi- 
narie) a centro che spontaneamente si collegano alle deformate improprie del 
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paraboloide iperbolico come loro coniugate in deformazione (*). Sono queste 
le speciali quadrìche, tangenti al circolo immaginario all'infinito, che già si 
presentarono nei miei studi sulla deformazione delle congruenze rettilinee al 
modo di Ribàucour (**), come collegate alle superficie pseudosferiche. 

Noi lasciamo così per un momento il soggetto speciale della deforma- 
zione dei paraboloidi; ma le notevoli relazioni che troviamo fra le defor- 
mate delle due specie di quadriehe meritano tanto più una breve digressione 
che esse indicano come probabile l'esistenza di relazioni analoghe pei casi 
superiori. 

Per compiere la ricerca che abbiamo in vista, riprendiamo a considerare 
il sistema differenziale (X), § 7, da cui dipendono le deformate improprie del 
paraboloide iperbolico corrispondenti ad una data superficie pseudosferica 2, 
definita da una soluzione dell'equazione {IX) ibid. Noi riconosciamo facil- 
mente che, sotto altra forma, questo sistema coincide con quello delle equa- 
zioni (6). (6*) al § 310 delle Lezioni ^Vol. II, pag. 244), ove si faccia 

(I> = ^, W= — a, y=-> 1— y=l. 
' p ? 

Risulta di qui e dai teoremi al Cap. XX delle Lezioni che la super- 
ficie S inviluppo dei piani normali alle linee j8=cost. della superficie 1 ha 
un elemento lineare fisso, esprimibile pei parametri a^ /3, che appartiene ad 
una quadrica a centro (immaginaria) tangente all'assoluto, quadrica che indi- 
cheremo con Q, Ogni deformata impropria S del paraboloide iperbolico de- 
termina così univocamente una deformata S di questa quadrica Q. Fra i 

punti dì S, Sh stabilita una corrispondenza (corrispondendosi i punti di eguali 
coordinate curvilinee u^ v); e siccome questa corrispondenza conserva i sistemi 
coniugati, ovvero le assintotiche, ne deduciamo che ad ogni sistema di assin- 

totìche virtuali di S corrisponde sopra S un sistema della stessa natura, onde 

ad ogni flessione della S ne corrisponde una della S come sua coniugata in 
deformazione (n. e). Segue di qui che alle geodetiche di S corrispondono le 

geodetiche di N. 



{*) Pel significato di questa denominazione vedi la mia Nota dell'aprile 1902 nei Ren- 
diconti dei Lincei: Sopra un problema relativo alla teoria della def orinazione delle su- 
perficie, 

(*») Vedi la Memoria nel Tom. VI di questi Annali (1901) e le Lezioni § 307. 

Annali di Matematica^ Serie III, tomo XII. 43 



Diamo ora una conferma diretta dì questi risoltafi. So indichiamo eon'l 
X, y, 2 le coordinate del punto di contatto della ."uperficie 5 col piano nor- , 
male nel punto (J, ;/, ri alla linea ^ =^ cost. sulla superficie pseudosferica X, 
dalle formolo |6) ^ 2, e dal sistema differenziale (A'i -5 7 lacilmente rica- 
viamo le formole seguenti: 



'=--V^' 



-VLy + ^ V, ecc 



che derivate danno 

^~ ! ? co<s 9 i,/. A' i- iJ^X,) -f f/Ssene — l^eossj X, j , 






(77) I 



(78)1 



^£^^^-\q seneo. X, ^ j. A", ) — ( 5 e 



- sen A'i , ecc. 



Di qui si calcola subito, in coordinate it , r, il quadrato fi s' dell'ele- 
mento lineare di .S', che, espresso per mezzo delle (X) ,S 7 in coordinate «, &, 
diventa: 



■,^1±J^L±1 



Se poniamo 

ar + I.V — — „- - x~iy=q 

il luogo del punlo (I, y, s) è una quadrica Q, a centro, di equazione 

(r -ii/i ir- -I- ly) + q^ ^x + 1 1/)« + 5 2' -[- ^ ^0 
e coll'elemenfo lineare 

d i* ^{d X -Ir i d y) {d X — idy] -^ dz' 

dato appunto dalla (79). Paragoniamo ora il rfs* di Q coli' altro 
(f s* ^ («' H- pi rf a* -|- 2 a |5 rf « rf fl + (;3' — 5) rf (3* 



l79) 



delle deformate improprie del paraboloide iperbolico ed indicando per ciikj 

i : Ir ) 1 i~k 

con i simboli di Chrwtoffsl pel rfs' e con . 



(79*) I 

r ciM 

quelli pel tj», tro> 1 
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yeremo : 



VhJVh-^"- 1?!=» 



11) (22 )_pP ( 1 2 



= 



2 )~l 2 )~// ' ( 2 

( Ti j _ ( 2 2 ) _ ^ a ^ 1 2 ? _ _ 1 

' 1 ! ~ I 1 ) ~~ // ' ' 1 i ~ fi 

11 Ì__P? ) 12 i^ l 22 |_pp 2 

2 (-:»' i 2 )-"' I 2 i-fi^-"!- 

Sono dunque soddisfatte le quattro condizioni 



^ Il i (lì) S 2 2 i i 22 ) 



Vi--^r/!=iV!-^iV! 



iV;-MV!=r/|-^i\ 



> 



le quali esprimono (n. e.) che i due ds* si corrispondono geodeticamente. Di 
più, se con 

indichiamo le loro rispettive curvature, troviamo 



H_ - H 

\lpq 

indi 



P = l=' P-j,p. 



P V9 



Ne segue che sonn ulteriormente soddisfatte le due condizioni 



2 ^p'"«> 



le quali, unite alle precedenti, esprimono appunto che i due elementi lineari 
sono coniugali in deformazione (n. e). 



C0RRISP0»DEnZA DELLE CONGRUENZE W PER LE DUE CLASSI DI SCPERFICIK, 



Diinostriamo ora che anche per le superficie S applicabili sulla quadrica 
a centro Q sussiste il teorema /l) della prefazione. Come al ^ 3, prendiamo 
per ciò una trasformata 1, di Backldno della superfìcie pseudosferìca ini> 
ziale - e sia ^i quella deformata dalla quadrica Q che sì deduce dalla S, , 
come prima la S dalla ^, secondo le formole corrispondenti alle (77): 



■.V<"- 



Xi'> + 



9 «1 



(80) 



deducendosi le a,, ^,, '/.,, ìj., dalle «, j3, i, (x colle formole (42) § li. Le due 
superficie S, S, hanno così nello spazio una posizione perfettamente determi- 
nata e fra i loro punti M, M, è stabilita una legge di corrispondflnza che 
conserva ì sistemi coniugati. Dimostriamo ora che: ìe rougiuiigenti due punti 
corrigpoìifleiili M, M, generano una congruenza W, di cui S, S, sono le due 
falde focali. 

Basterà provare che la retta M M, tocca in M la 6' e, per ragione di 
simmetria, sarà anche provato che essa tocca in M, la S, . Ora, secondo le 
(78), i coseni di direzione X, Y, Z della normale alla S sono proporzionali 
ai tre biuomii 

:/X, — XX., VY,~>-Y^, I^Z^—Ì.Zr. 

La nostra proposizione equivale quindi all'annullarsi della somma 



^iliX, — lX,){: 



-^•h 
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che facilmente yerifichiamo aver luogo sostituendovi gli effettivi valori (77), 

(80) di Xy ari, ed avendo riguardo alle (10) § 3, (42) § 10. Così è dimostrato 
il teorema A) per le deformate della quadrica Q. 

Ed ora paragoniamo la congruenza TT, colle due falde focali (S, Si), 
coll'altra avente le falde focali (S, Si) rispettivamente coniugate in deforma- 
zione delle precedenti. Le quattro superficie si corrispondono punto a punto, 
e noi vogliamo dimostrare che: t raggi corrispondenti delle due congruenze 
sono condotti in direzioni corrispondenti. Per ciò, ricordando che le linee in- 
viluppate sopra la S (o la Si) dai raggi della seconda congruenza hanno 
l'equazione differenziale 

rfw : a t; = -r- • ^-- » 

basterà provare che alla medesima equazione differenziale soddisfano le linee 

inviluppate sopra la 6* (o la S,) dai raggi dell'altra congruenza. Ora, a causa 

della relazione fra S, Sj, sussistono certamente fra le coordinate dei loro punti 
corrispondenti relazioni del solito tipo 

a?! =: X + l^ h m -5— 

u V 

dove /, m sono convenienti funzioni di u, v. Sostituendo in queste i valori 
dati dalle (77),* (78), (80), fàcilmente troviamo 



I p CCS <T Xi p COS a jAi 

Pi A Pi (X 



ì 



e perciò l:m=:-~ : - - » il che dimostra appunto la nostra asserzione. 

Riassumiamo i risultati ottenuti nella proposizione seguente: 

Le superficie S applicabili sulla regione ideale del paraboloide iperbolico 

hanno per superficie S coniugate in deformazione quelle applicabili sulla qua- 
drica a centro Q, e ad ogni coppia (S, Si) di superficie della prima classe, 
costituenti le due falde focali di una delle nostre congruenze W, corrisponde 

una coppia analoga (S, Si) delta seconda classe^ dove Si è nuovamente con- 
iugata in deformazione di S, come S di S, ed i raggi delle due congruenze 
sono tirati in direzioni corrispondenti. 

Queste proprietà geometriche rendono palese la ragione che rende equi- 
valenti i due problemi della ricerca delle trasformate della S o delle trasfor- 
mate della sua coniugata in deformazione S. 
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% 26. 



Il TKOReMA DI PERHDTABILItA per le equazioni INTRmSECHE. 



Esaurite le ricerche sulla |H-ima [Toposizione fondamentale A) della no- 
stra teoria, volgiamoci ora ftlla seconda, al teorema B) di permutabilità. Ma 
t|ui basterà che dimostriamo come rì sviluppano ì calcoli relativi ad uno dei 
casi; un proccdimenlo nffatto analogo si applicherehbe in tutti gli altri. Sce- 
gliendo il caso delle deformate (proprie) di 1.' specie del paraboloide iper- 
bolico, supponiamo di passare da una tale deformata S a due contigue S,, S, 
con due trasformazioni B,,, B,,, le cui costanti ?,, u, siano dieeguali, se- 
condo le formolo dei t;!^ 9 e 20. Indichiamo ordinatamente con 

1», ., (9, », »), (0,, ,,, ft, X„ .»,), (»„ «., (3„ ).„ »,) 

i tre sistemi di funzioni a cui coirìspondonn N, 5,, S,, secondo le formole 
del S 6. 

Le tre soluzioni 'J 



della equiizionc \V) ^ 6: 



d H' " 



- senh 1 cosh 6 



(F) 



sono legate fra loio Halle formole delie rispettive trasformazioni /?,, , Jì,, che 
fanno passare <Ja *) a ", e '',, sicchtj per le (;ì2) § 9 abbiamo: 

8 » + 3 r " 



- loosh <7, senb S cosh 6, 4- senh a, cosh £ senh S,) 



~ -f s— ^ (cosh 3, cosh ff senh fi, + senh w , senh S cosh fi,) 



(81) 






li»' 
'8«' 



= — (cosh e, senh 5 cosh ff, + senh o, cosh 5 senh S,) 



Icosh o, cosli 5 senh S, + senh o, senh 6 cosh 6,1. 



f (3I*) 



Per il teorema di permulabilità relativo a queste trasformazioni delle so- 
luzioni della {V), di cui già ho fatto uso nella mia prima Memoria (iM) -^ 9i, 
(■sistu Jilloni una quarta soluzione 0' della (V) univocamente definita dalla 
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forinola 



.ghf-l^) = tgh('-^)co«,(?i^). ,82) 



o dalle equivalenti 



' cosh (^i — Ot) — coshX<yi — <y«) r 

eenh (5 - 6) = «eni. (>:, - cQ senh (6. - OQ 
^ ^ cosh (Si — 6t) — cosh (di — 0%) 



(82*) 



Questa quarta soluzione 0' è legata alla sua volta alle medesime 6ij 0^ 
da due trasformazioni BV,, B\,^ colle costanti a^, a, invertite, secondo le for- 
molo corrispondenti alle (81), (81*): 

-- + -^ — = — (cosh (j* senh 6' cosh ^i + senh a^ cosh 0' senh fi,) j 

U V ' f 

(83) 



aOi 



o h ò — = (cosh a, cosh 9' senh Si + senh cj, senh fi' cosh fi 

V u ^ 



.. I 



diì '^ dv 



= — (cosh ff , senh 5' cosh 5, + senh a, cosh 0' senh 9,) J 

f (83*) 
Q- + b — = (cosh (j, cosh 6' senh 6, + senh cr, senh fi' ooshOg). 

ov Cu 

Siccome colla B'^t passiamo dalla 9' alla fii, così dalla quaderna («,, /3t, 
/,, oij) che soddisfa alle (VI) § 6 relative a 0, dedurremo una quaderna cor- 
rispondente («', i3', X , a) nella medesima relazione con 0', mediante le for- 
molo corrispondenti alle (35*) § 9) che si scrivono: 

Atj «' = — cosh 6' . ).i — senh fi' . pi — senh a, . «i 1 

kifi' = — senh 0' . X, — cosh 9' . [j-ì + cosh Oi . /3, 

A-,X' = — ^'X. — C^ ^ + cosh 0, . ^ + senh 0.^- (84) 

p q 

kt a = J5 Xi + D ti. — senh Oi . — — cosh 9i -^ i 

p Pi 

dove si è posto 



;, =z=: i/ senh» a, H — = i/ cosh'a, — — 
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(84* i 



A' = coah 5; senh 5 senh 0, + senh o, cosli cosh ff, 
B' = coBh 5, sonb 6 co»h 5, -(- eeiili »t cosh 9' senh 5i 
C =^ cosh a, cosli sfinh fi, + senh o» senh cosh Si 
D' = oobIi 7, cobIi &' cosh 5, |- senh o, senh 0' senh 5i. ,' 
iValtra parte, siccome si nassa dalla inedefiima 0' al!a 0, colla S',,, se 
insertiamo nello consiilerBzioni e nelle formole precedenti o, con o, e 0, con C,, 
aarenio condotti ad una seconda quaderna (a , /3 , >. , |;i ) relativa ancora a $ ; 
ma noi vogliamo dimostrare die rjueste due quaderne («* , (S., ■ À' , f* ) , 
(« , 3, À I fi f coincidono, per la ijual cosa basterà provare che: le «, |9 , >.', o 
deflitìte dallo (84) si compongono simmetricamente colle coppie di quantità 
(«Il "ili ((II) "i)- P*"' ciò prendiamo le formole che seguono dalle (35) § 9: 
A',«, =;oosh5, .X K Bcnh 0, .fi -senho, . « 
k, &i — 9enh ft, . 1 + coeh 0. . ii + cosh »i . i3 I 



dove 



i fc posto: 



i, >., = — ^, i — B, Il — cosh 9 . senh . 

P 

C. X + Ì>. .^ - senh fi . ~ -f- cosh A . 



(85» 



/senh* 3, -f- 



yl, =: cosh 7, senh f) senh 0, 
£, = cosh 9, senh 9 cosh 0, 
C, = cosh 9, eosh 9 senh 4, 
£), ^ cosh T, cosh coeh ^, 



= i/cosh* », 

f senh 3, cosh 4 cosh 5, 
r senh cr.cosh Ssenb 9, 
\- senh 9, senh $ coah G, 
'r senh 9, senh Q senh 9, . 



\ 



(So*) 



Se sì moltìplieaoo le àw prime (84) per il-, e se ne eliminano eoUe (85) 
i valori 4r,«,, ^i/3it ii**! t,^t, areado rìgaardo alle iS2if si trovano le for- 
inolo aeguanti: 



. . , wah («t — 9») [eogh g. cosh 'i — cosh 9% cosh ^,] 



e«^(;i 



4i) — cosh (=1 — =i) 

(*. — ^ì [cosh g| seah 0* - 



»(«• 



— — senK T, senh t 



-coahT»s«AI>i] 



seahCV 



'fi- 
li). 
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, , ^, senh (di — gj) [senh gg senli 6t — senh gt senh ^«J ^ , 

'^*^*^ ~ cosh (Oi ~ 9,) - cosh K — gt) "*" 

, senh (gj — gg) [senh g» cosh Ot — senh gì cosh 6t] . 
"^ cosh (61 — 62) - cosh (gì — gf) '*"'" 

+ «l^BM^lz:!) . + f cosh .. coBh a. - ciiliiLiii)! ^. 

pi ? J 

Ora i valori (82*) di cosh (ff' — 5), senh (0' — $) restano invariati per- 
mutando C| con g, e 0, con 6t) e la medesima simmetria offrono quindi i va- 
lori precedenti di a\ /3'. Che la stessa cosa abbia luogo anche per /', p' si 
può constatare in modo simile con calcolo diretto, ma segue ora subito dalle 
formolo {VI)j § 6, secondo le quali si ha: 

. , 1 3 a' , 1 Sa' 

^' ~ coshJ' aV ^ ~ senhT dV ' 
Cosi è stabilita la proposizione enunciata. 



§27. 



Dimostrazione del teorema B) di permutabilitI. 

Colle considerazioni superiori noi abbiamo dimostrato, per le trasforma- 
zioni delle deformate di 1.^ specie del paraboloide iperbolico, il teorema di 
permutabilità limitatamente alle equazioni intrinseche. Resta ora da fare l'ul* 
timo passo per avere questo teorema sotto la sua forma definitiva B) enun- 
ciata nella prefazione. 

Per questo osserviamo che, secondo il § 20, alla quaderna («', i3', ?/, p') 
corrisponde una deformata S' (di 1.^ specie) del paraboloide iperbolico, di 
posizione perfettamente determinata nello spazio rispetto ad S^ come seconda 
falda di una congruenza W che ha per prima falda la Si . Per le for- 
molo (71*) § 21, le coordinate x\ y\ z di un punto di S' sono date dalle 
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d.r, , ^' dTi\ 



lU ftfT \f I65»), '661 S 211 abbiamo: 



ì-t' 
dv ' 



^k:+^i 



k, V n " 



\p.,.X, 



onde, fintitaeniio tii'lle (86), alibianio un rìstillnto (iella forma : 

-liX) . X, ecc., 



d.. ^ »• i, ii,\H '^ 



■iove i coefficienti V, V liaiino le espressioni seguenti : 



4, 1 



Li^>' 



+ ; 



\ 



È chiaro die nel Henomio membro delle (87) il coefficiente di A" è sim- 
inolrioo iit (i,, a,), (ff,, f,), poicliè tali sodo /, :j.', come si è visto. Se Himo- 
«trismo ohe Ia medeHimn simmfitria offrono U, K, sarft dimostrato il teo- 
rema H} ili iiormutaliililft, iioii^hè, risultando la .!> eostruita sìmmetripamente 
rÌB[)ctto alli? .V,, S,, sarà legata alla N. dalla B ,, come alta -S, dalla B,.. 

Ora H« sostituiamo ni'lle psprpssioni (88) di V, V i valori effettivi di L, 
A/, !\ Q, diiti dallo (67) ■:! 20, e ricordiamo che per le i35i Jì 9, si ha: 



k,X, =^^ .4'À ^^lì u — coshS — senh B' 

^ P 

ti,"i --= C X + D f* + senh (t — + cosh $ 
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(89) 



ne deduciamo 

U= ,-J-v \{Ai — A}r + (B, — B) [^: — coBh ff - — senh 9' ^1 + 

KiKlKy P J J 

, gacoshO -f pPsenhO , , . vx 

+ kTkTiTl (f^f^-^M 

V= i J— f(C — a)X +(Z) — Z),)f/.' + senhff' - + coshe -^1 — 

q a senh -f n fi cosh 9 , , , ^,. 
- kJ^l <(*f^->-^)- 

La nostra dimostrazione sarà al termine se proviamo che ciascuna delle 
quattro differenze: A^ — A\ B^ — B\ Ci — C , Di-D è simmetrica nelle 
due coppie di quantità (^i, a,), (5,, $2). Per ciò formiamo queste quattro dif- 
ferenze dalle formole (84*), (85* j, e sostituendovi per cosh ^', senhff' i valori 
che seguono dalle (82*j, troveremo le formole seguenti : 

Ai — A' = K\ (senh a, senh 0^ — senh ai senh 5^) senh + \ 

+ (cosh (72 cosh 0, — cosh Jj cosh 9,) cosh 6 j 
Bi — B= K 1 (senh a^ cosh 6^ — senh Ji cosh O,) senh + 

+ (cosh ^j senh 6, — cosh ai senh ff,) cosh 6\ 
Ci — C= K \ (cosh a, cosh 0, — cosh ai cosh 0, ) senh 9 + 

+ (senh a, senh ff, — senh a^ senh 0,) cosh 5 1 
Di — U =r K\ (cosh a, senh S^ — cosh a, senh 9,) senh 5 + 

+ (senh ag cosh 0^ — senh a» cosh ^,) cosh 8 | , ' 

dove si è posto 

j^ seuh (ai — a«) 

cosh (Oi — 6f) — cosh (ai — aj) 

Queste formole presentano, come si vede, la voluta. simmetria ed il teo 
rema di permutabilità è così dimostrato. 

Similmente, colle formole date ai |5§ 8, 9 (M) per il teorema di permu- 
tabilità relativo alle soluzioni delle tre equazioni: 

TT-i + o— : ""^ s^ii w cos (ù 

u* v^ 



(90) 



BiitHeki: Ttoria delie iratformaaioni 



=-— + ■;r—r ^ SBIlll ^ COSh 



coBh 2 9=0, 



3' 9 

si dimostrerebbe il teorema stesso i>er le deformate proprie ed improprie del 
paraboloide ellittico e per quelle proprie dì 2." specie del paraboloide iper- 
bolico. In fine per le deformate improprie di quest'ultimo paraboloide baste- 
rebbe ricorrere alle ordinarie formole del teorema di permutabilità relative 
alle superficie pseudosferici le. 



CONSEOUENZE DE[. TEOREMA DI PERMtITA.BlLITÌ. 



Come per le trasformaTiionì di Bìcxldmd delle superficie pseudosfericheO, 
C06Ì ancbe nel caso attuale il corollario più importante del teorema dì per- 
mutabilità è dato dalla proposizione seguente: Se di una deformala iniziale S 
di un parahoìoide si conoscono tulle le oo' Irasformale, l'applicazione succet- 
iiva ed illimitata del processo dì trasformazione alte nuove superficie rio 
ria ottenute si compie con soli calcoli di derivazione. 

Indicbiamo rapidamente la dimostrazione, simile alla corrispondente per 
le superficie pseudosfericlie {Lezioni, ^ 385, Voi. II, pag. 417). Riferendoci 
sempre all'esempio scelto delle deformate di I." specie del paraboloide iperbolico, 
supponiamo data la deformata iniziale S, e supponiamo di conoscere l'inte- 
grale generale 

f (t(, V, o, C) |C costante arbitraria) 

delle equazioni (32) g 9: 



ae 



- (cosh a senh S cosh f + senh u cosh 9 senh ^) 
(coaho cosh Ssenli ^ f senh a senh 5 cosh y). 



(•) Vedi anello le ricerfiio iinalojjl 
isotarme nel Tom. XI di questi Anna 



uionj di Dahbol's delle superficie 



J 
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e sia Si una particolare trasformata di ò' corrispondente alla soluzione par- 
ticolare 

6i = ?(w, t;, a,, Ci). 

Se calcoliamo 0' dalla formola (82) del teorema di permutabilità 

.gh('-r:^) = tgh(-^')ooth(»-LT--?), ,91, 

e facciamo le sostituzioni corrispondenti nelle formolo (87) che danno la quarta 
superficie S\ supponendovi soltanto j^s^^, noi avremo tutte le trasformate 
S della nuova Si per trasformazioni B» con a differente da a,, come segue 
dal teorema stesso di permutabilità. Ma è facile ottenere un risultato analogo 
anche pel caso escluso, servendosi di un opportuno passaggio al limite. 

Perciò nella y («, r, a, C) prendiamo per C una funzione C(a) di e?, 
soggetta alla sola condizione di ridursi a Ci per a = a^ e del resto arbitraria, 
onde sarà 

[?(w, r, a, C)],^ai = 0.. 

Passando nella (91) al limite per o = (Jiy il secondo membro si presenta 
sotto la forma indeterminata x cx), e calcolandone il valore limite colle note 
regole si ha 

indicando con C una nuova costante arbitraria. E qui si potrà anche veri- 
ficare direttamente che la funzione 0', determinata dalla (92), è in effetto una 
soluzione della equazione 

^-— — ^— = senh e cosh 6 , 

legata alla Gì da una B^^. Conoscendo così questa trasformata 0' della 5,, 
avremo senz'altro in termini finiti la trasformata generica S' della S, per 

la Bc. 

La nostra proposizione è dunque stabilita. 



ovvero 



^ 
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§ ì!9. 

ArrLicAKiom m\.% mrmivx-ìv. i<i ihaslaziunk uri parauoloiui. 



Dn ultimo |mt' (litliOHtrHro, itlineitu in un esempio, l' efficacia dei mfltodì 
ili Iriitrorninsiunv, ooiiHÌdoreremo la seguente classe di deforiDate dei para- 

OiiUiD lut(A lo riU|>«vfi(iiO di ti'Ai»l»£Ìune con curvo generatrici in piani 
pvriwiMlicoliii'i (Vedi t.nìoHi^ § 3^2. Voi. II, pag. Sb\, i paraboloidi sono 
■umiqMìIhIi di unii di^foriuaìtìoiio continua ad un parametro in cut si comer- 
vtHio iupui'lii^io di Irunlanioiio dotta medo«ìma classe; altura il sistema coniu- 
Ifntit formalo dui due *i»lvmi di curve c<>Dgrueuti per traslazione alle gene- 
mtl'iot M> ooititorva iMniu)fato. 

'tS'uviamo ttuliìio \*< deformai» di brtulauoae d«i paraboloidi, procedendo 
imi uiodo ftouu«itt9| che diMctiviaiuo iu particolare per le deformate proprie 
dvl pHial'otoidtt tfllituco. 

it ) OvfottMstk fMv^rt* d^t par obotoiiia •Uiltteo. ABBnetò k dcfiinmla S 
di tiuwlu jtHnklKdotdo oorr>sf>oudv»t«, secvudo te fonrale dui § 5, alle fon- 
IkQitl w, ft, ,&, >, là kt« un« supertìcie d«lta «ptfcìtf voluta, occorre e basta che 



vlt» iti* ili"' 



wttM i ÙUltMll 



UT) i 



13 segoe «Uacm 






l>(vi HI VMi-, ^|ui»tlt ^r )« v^ ^ &: -<• =^0. Dopo ci& la fiaaal» (JZ^ d 
llUMtt^ uiilAgVMfo JiutMti'rtiio ohi» i» X sATAono tuDzioni deOs sol» m^ «d a^ i 
ttvUi\ N^<4 Vi li' mi^«'«*i(»tH* i«Ui» uomsihintiflab ei|iuaioKt timiuiiù& è in 

WtlllItlUi 1! |««"«<1»: •, - - • r, ' purgo: 



MaiWilH. V 4 — v'St'a 



)k»ti4Mk»> r VwkkcK. 



«»J»(*. 8 





ìon fl|, flt» f>iì f't costanti che, a causa della (//*| ^ 5, dovranno essere le- 
,: gate dalla relazione 
Il bl—b\—a\-\-a\ + 1. 

r Ora, aumentando, come è lecito, «, v (e k,, v,) di convenienti costanti, 

' 8Ì può fare, senza alterare la generalità, /i. ^^a, =0 e porip quindi 

«, = senhc, b,^^co8he (e costante). 

■ Resta quindi 

^^^^ > =T 8enh e C03 «, , ^ ^ oosb e ooali «, 

^^^^1 « ^^pcosli rsenh ti, , ^ =^\q senh rsen », , 

^^OTÌde per le (16) § 5: 

E ^=(; senh'f isenliVsen'fi, ~|- l)C08*rt, 

i^;=\P9 3enh'f cosh'caenM, eoa u, Benli v.cosh v, 

G ^p cosh* e (oosli* e senli* r, + 1 ) eosh' w, , 

e inoltre per te (17) i^ 5 

' Dopo ciò si trova {*i che le equazioni in termini finiti della 5 sono le 



(•) Indico brevemente etimo si arriva alle (i>-i) del testo. Ld equazioni Julia .S h&aao 
certo la forma 

j.= r. i/= r. .- = r,+ r, 

con C, U, l'uiiiione di u, e 1', I', di v. Le conJiiionr relative al l'elemento lineare di'inno 

r<^ .[- r'\ ^ K, u\ i'\ --- F, r'*+ v'* = (j 

e dalla media si lia 

U\ ^ A V'/ senli*''soii'(ico8 «,, T", = y-^P cosii'caenli e, coali u, fA cost.). 
Sostituendo nelle altre due e osservando che la condizione A = ^" si scrive 

se ne trac A ^ cotli e, iridi la (Ù3) del testo. 



I 



*• •• 



— «n :i j;.i. 



93 1 



m? 



Z-. -OS :: u, i. 



-? .:;tn 



'•0ft 



""-iiiruuizione r-^ ^ S. ^e 



i - ^^«ji 7^ 



94, 



.■> 






. iella 5, 
topiicaoiie. 

.rmTTTvns? : 'rnaMxioiie lei pa- 



ismae a sHazione ropne dei 

.WH ffor?. _i - iDerrrcse ii 'ra- 



.;-CT.nie 



eiia /JJ/ ^ 



) 



*f* 



-*Tr' ^ •• 



■ ■*« • 
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e) Deformate proprie (di 1.^ specie) del paraboloide iperbolico. Le de- 
formate di traslazione corrispondono alla soluzione 5=0 della (V) § 6 e 
sono dflte dalle forinole: 

x=^^-- (2 Mi + sen 2w,), y = ^ - — (2 f, + senh2ri) 

4 4 j 

senh c cosh r» ^ i i o \ ' /aa, 

z = ( p cos 2 Wi + q cosh 2 v^) / (96) 



VP \/ ?^ 



Le 00* trasformate 0, della f si hanno dalla formola 



tgh -^* = C tf«'Mnh"-MC08ho ^9g*) 

2 



d) Deformate improprie del paraboloide iperbolico. Le superficie di 
traslazione di questo tipo corrispondono anche qui a 9 = e sono date dalle 
forinole : 

cosh e , 1 ft rt \ P senh e , „ ^ , 

a? =^ ^--- - - (senh 2 m, — 2 Wj) , y = ' — ^ — (^ Vi — sen 2 vj 

senh e cosh e , ,0 • ^-. o \ ' /a^\ 
z = {q cosh 2 w, + p cos 2 r.) (97) 



(" 



U V 

\lq VP 



Per le 00* trasformate di Backlund 6ì della 6 si ha 



u— Mena 



tg ^ = C « -'" . (97*) 



Ne concludiamo: Per ciascuna di queste deformate di traslazione dei 
paraboloidi si conosconOj in termini finiti^ le 00* superficie trasformate e il 
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processo di trasformazione si applica quindi illimitatamente senza alcun cal- 
colo d^ integrazione. 

Game nel caso delle superficie a caryatura costante {Lezioni^ §§ 387, 406 1, 
così anche nelFattuale delle deformate dei paraboloidi otteniamo dunque un 
gruppo di infinite tali deformate (dipendenti da un numero grande ad ar- 
bitrio di costanti), le cui equazioni si hanno in termini finiti per sole fun- 
zioni circolari ed iperboliche. 

S.t Marcel (AosU), Settembre 1905. 
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Sulla costruzione dei campi fondamentali 

di un gruppo discontinuo. 



(Di Guido Fobini, a Genova.) 



s, 



*ia dato uno spazio 5, in cui Xi, .t^,..., Xn sono coordinate omogenee; 
e sia IttikXiXk la più generale forma quadratica in queste variabili. Sia ^ 
lo spazio, in cui le Uik sono variabili coordinate; e sia R quella regione di 2, 
che corrisponde a forme definite positive. In una mia Memoria: Sulla teoria 
dei gruppi discontinui (*) {Annali di Matematica^ 1905) io ho dimostrato che 
ad ogni gruppo proiettivo in S e privo di trasformazioni infinitesime corri- 
sponde in 1 un gruppo T proiettivo, propriamente discontinuo entro jB, Nella 
stessa Memoria ho dato molti altri teoremi generali, che conducono a nuove 
ed estese classi di gruppi propriamente discontinui. Ho dimostrato poi che 
tutti questi gruppi si possono considerare come gruppi di movimenti in una 
ihetrica conveniente, la quale ammette un gruppo continuo transitivo di mo- 
vimenti. Ciò mi permise di estendere a tutti questi gruppi il concetto di campi 
fondamentali normali^ che Klein e Fricke diedero per i gruppi poligoiaali e 
poliedrali di Poincaré, partendo dalle metriche a curvatura costante negli 
spazii di due o tre dimensioni. 

Ora il prof. Hurwitz, in una recente Memoria pubblicata nei Mathem. 
Annalenj dà un metodo assai semplice per definire, mediante infinite disu- 
guaglianze, il campo fondamentale di uno dei gruppi l\ più sopra citati, nella 
regione 1? di 2, e dimostra, in un caso particolare, che i campi fondamentali 
da lui definiti coincidono coi campi fondamentali normali. 

§ 1. Io voglio qui dimostrare che noi possiamo sempre definire con 
infinite disuguaglianze il campo fondamentale di un gruppo di movimenti in 
una metrica qualunque, privo di trasformazioni infinitesime. Con ciò otterremo 

(*) Citerò questa Mem. con la lettera. (A). 
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]$ più grande estensione dei risultati dell'HuRViTz, pare usando una tratta- 
zione forse più semplice; e nello stesso tempo daremo una esposizione pre- 
cisa, e non soltanto intuitiva, della teorin dei citati campi normali. 

Ecco i princlpii del metodo da usare. Sia H una regione di uno spazio S; 
con W indicherò le regioni limiti di H. Dirò che una regione lì ài H h tutta 
a distanza finita, ee tulli i punti di B i-ono a distanza finita dai punti di W. 
Sia K{x\ una funzione delle coordinale x dei punti di S, cbe sia sempre 
finita, continua e positira per i punti di H, e tale di più cbe la disugua- 
glianza 

K{x)^a la ^cost.) 

determini una regione R A\ H, a distanza finita. 

Sia G un gruppo continuo di trasformazioni in S, regolari in B, e tra- 
sformanti la regione tf in aè stessa. Ne sìa V un sottogruppo infinito discon- 
tinuo, il quale sia privo di trasformazioni infinitesime, e sia propriamente di- 
scontinuo in ff. Supponiamo di più clie il gruppo di jiunti, formato da un 
ponto .fi, di He dai suoi punti equivalenti A,, At,... non ammetta punti 
limiti intemi ad H, ma soltanto punti limili posti su W. lo dico che, presa 
una qualunque costante a, esiste soltanto un numero finito di punti equiva- 
lenti ad At, tali che il valore assunto in uno qualunque di essi dalla fun- 
zione K è minore di «. Infatti i punti di H, in cui /f^st, cofttituiscono una 
regione a distanza finita; e, poiché i punti A», A,, Aj,... non hanno cbe 
punti limiti posti su W, è ben chiaro che in una tal regione non possono 
cadere infiniti punti A. Consideriamo ora le infinite quantità f., K,, iTt,..., 
dove eoo Kt indico il valore di K nel punto A,-. 

Qoeste quantità hanno un limite inferiore, positivo o nullo, X. Questa 
qiumtità À godrà di una delle seguenti due proprietà : 

1.*) EeÌRte un numero finilo di punti A, p. es. i punti J,,, Ai.,... Ai, 
tali che Ki, = Kj, ^ . • ■ =^ Ki.„ ^= >., mentre il valore di K in tutti gli altri 
pgolt A è maggiore dì >. (Non può darsi, per quanto dicemmo, che K abbia 
Io stesso valore in infiniti punti A.') 

2.") In nessun punto A la funzione K ha il valore X; ma, se £ è una 
qiMDtità positiva piccola a piacere, esistono infiniti punti A, in cui il valore 
di A" è minore di X + £. 

Questa seconda ipotesi è da escludere, per quanto noi abbiamo detto più 
sopra; e noi dovremo quindi adottare la prima. Noteremo anzitutto che l'in- 
tero m varierà in generale al variare del punto A. Ora, dato un numero finito m 
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di punti, Hi cui r»"'"» abbia per coordinate non omogenee :/■,■,, a-j-,,..., 
X|.(i'^l, 2,..., hi), potremo sein|)re definire in un modo qualsiasi, ma de- 
terminato, il primo di questi punti, Così p. es. noi potremo dire die il punto 
Xk,,---, a*fc, è il primo degli tn punti precedenti, se, preso un nitro punlo 
qualunque 3-j,, a-j,,..., 3-J-. j_;'^= 1 , 2,..., k^l, fr+],,.., ih) tra gli »i 
punti considerati, distinto dal [lUiito Xi^, -Tfc,,..., ri,.., la prima delle diffe- 
renze Xj, — 3'j,,, j-j, — Xk,,..., Xj.,^Xk,, che non è nulla, 6 minore di zero. 
Questo punto viene coeì definito senza ambiguità, mediante disuguiiglianze. 

Cousideriarao ora l'insieme /* dei punti J,, i quali godono di una delle 
seguenti due proprietà : 

1.") Il Talore di K in un tal punlo Aa è minore del valore di K nei 
punti A,, A,,... equivalenti ad A„ . 

2,"l II valore di K in un tal punto A^ è minore o uguale ai valori 
di K nei punti equivalenti. Di più, Be /!,, At,..., Am-i sono quelli tra i punti 
equivalenti ad At-, in cui K assume lo stesso valore che in Af, allora A^ è 
il primo dei punti .1„, /!,,••■, Am-t {nel senso testé definito). (Volendo, po- 
tremmo considerare la precedente proprietà, come caso particolare di quest'ul- 
tima, in cui si supponga m ^ 1.) L'insieme P di punti J,, così definito me- 
diante disuguaglianze, si pu6 assumere come campo fumìiniienhih del nostro 
gruppo in li. Esso gode infatti delle seguenti due proprietà : Un punto qua- 
lunque di // ha uno e un solo punto equivalente, che appartiene all'insieme /'; 
due punti distinti di P non sono mai equivalenti. 

Sarebbe impossibile, e del resto forse non di importanza fondamentale, 
studiare in generale come varia m al variare di >4(, di che natura è l'in- 
sieme P, ecc. 8e noi ammettiamo che K è una funzione analìtica delie .r, 
regolare in H, si può dimostrare che i punti per cui m = l, e i punti equi- 
valenti formano un insieme ovunque denso in //, ecs. 

§ 2. Noi applicheremo ora quanto abbiamo svolto teste al caso parti- 
colare di grup|ii discontinui di movimenti in una data metrica. E ricorderò, 
che tanto i gruppi r, studiati da Hubwitz, come gli altri svariati gruppi 
proiettivi studiati in lAj. si possono sempre considerare come gruppi di mo- 
vimenti, mentre non ogni gruppo di movimenti sì può considerare come un 
gruppo proiettivo. Il nostro studio ha perciò una grande generalità (*|. 

Sia definita una metrica reale in una regione H dì S, che ammetta un 



(•) Pe, 



aere completo, ricorderò brevemente il aignilicato della ]iarol!i: meU-ku. Sia 
. ., d,c„) una forma ditferenziate, di grado '2k pari, con coefficienti funzioni 
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altro punto C, esistono m — 1 punti B,, B,,..., Bm-i equivalenti a Bo e tali 
che la loro distanza geodetica da Cq è uguale alla distanza geodetica B^ Co . 
Il primo dei punti Bo, B^,..., Bm-i (nel senso sopra definito) si dirà punto 
ridotto di seconda specie. 

LMnsieme P si può definire come V insieme dei punti ridotti di prima e 
seconda specie: esso resta univ^ocamente determinato, appena venga dato il 
punto Co, cosicché noi gli daremo il nome di campo fondamentale normale 
di centro Co. 

Le trasformazioni di F permutano in modo transitivo i campi fondamen- 
tali normali, che hanno rispettivamente per centri i punti Co, C,, C^,... Tutti 
qnesti eampi non hanno due a due alcun punto comune, e riempiono sempli-' 
Gemente la regione H. 

Per veder bene la natura di questi campi fondamentali, p. es. del campo P 
di centro Co, noi dimostreremo i seguenti due teoremi: 

5^ un punto A^ à\ P è un puvto di prima specie j esiste un intorno «o 
di Aoj i cui punti sono punti ridotti di prima specie {e appartengono quindi a P). 

Infatti sia i tale che Ah Co — AoCo'>i per h^ì. Per le ipotesi fatte, 
si potrà supporre i positivo e differente da zero. Indichiamo con ri la di- 
stanza geodetica Co Ai e con ai il luogo dei punti, la cui distanza geodetica 

da Ai non supera . Oli intorni ai sono tutti equivalenti fra loro: la di- 

y y 

stanza geodetica da un punto di a/ a Co è compresa tra r,- + — » ri — - E 

perciò la distanza geodetica da un punto B di ao a Co è minore della di- 
stanza geodetica da Co a un punto qualunque equivalente a B. E per quanto 
abbiamo detto più sopra, se ne deduce che tutti i punti di ao sono punti ri- 
dotti di prima specie. e. d. d. 

In una regione L, a distanza finita, limitata da un contorno X, esiste 
al più un numero liiiito di ipersuperficie, su cui cadono punti ridotti di se^ 
conda specie. 

Sia infatti i3 la massima distanza geodetica da Co a un punto di L: un 
punto ridotto di seconda specie, che giaccia entro L (dovendo per definizione 
essere equidistante da Co e da almeno uno dei punti equivalenti a Co) sarà 
equidistante da Co e da uno dei punti equivalenti a Co, posti a una distanza 
geodetica da Co non maggiore di 2 /3. Ora i punti equivalenti a Co, che 
soddisfano a questa ultima condizione, sono, come sappiamo, in numero finito. 
Siano essi p. es. i punti Ci, Cj,..-, Cm-i. I punti ridotti di seconda specie. 
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even ti irI mente esistenti in //, possono esistere soltanto sulle m — 1 ipereuperfr 
eie F, luogo dei punti equidistanti da C'„ e da uno dei punti C^d'^m— 1). 
Da ciò si può dedurre : 

Se una regione L, a distanza finita, non è tutta formata di jnmti ri- 
dotti, alloro, non esistono in L ■punti ridotti, oppure i punti ridotti, ap- 
partenenti a L riempiono una regione R; questa regione ^ il luogo dei punti 
di P, appartenenti a L. Jl suo contorno può essere formato soltanto da pezzi 
del contorno >. di L, e da pezzi delle citate ipersuperficie Vi*}. 

La teoria dei campi fondaoientali normali è così portata su baei pre- 
cise. Natiirnlmente si deve, nei singoli caBi, verificare se sono soddisfatte le 
condizioni iieeepsarie affinchè si possa parlare di geodetiche, di disianza geo- 
detica, ecc. 

Queste condizioni sono soddisfatte nei casi studiati in (Al, che, per la 
loro intima connessione con la teoria dei gruppi proiettivi, sono i più impo^ 
tanti in questo ordine di ricerche. 



(■) In&tti un punto ridotto di prima specie, esistente in iC, non può, per il primo dei 
nostri teoremi, giacere su unn varietà limite di if; e ciò oon può neppure avvenire per 
un punto di R, ohe non sia ridotto. (Infatti si vede facilmente che, se A è un punto non 
ridotto, esiste uo Intorno a. di A, tutto formato di punti non ridotti.) 
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